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T. Absrlinitt. 

Uetergang vom Rechnen zur Arithmetik. 



§ 1. Arithmetische Bezelchnangcn. 
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den zwei Zahlen Terknflpft, und duroh die "^"^^ 
knüpfung ergiebt sich eine dritte Zahl, die, je nach ^^^ 
Rechnungsart^lSamme, Differenz^ Produkt oder Quoti^^^?/ 
heisst. Diese dritte Zahl kann auf doppelte Weise &aj^ 
gestellt werden, entweder ausgerechnet, wie in den 
obigen Tier Beispielen 16, 8, 48, 3 oder unausgerech« 
net, wie 12 + 4, 12 — 4, 12.4, 12:4. Tlnausgerecb- 
net dargestellte Summen, Differenzen, Produkte, Quo- 
tienten nennt man Ausdrücke. Zwei Ausdrücke nennt 
man gleich, wenn sie dieselbe Zahl darstellen, z. B.s 
15 — 9 = 2 . 3, 17 + 7 = 48 : 2. Ein Ausdruck heisst 
grösser als ein anderer, wenn er eine grössere Zahl 
darstellt, z. B. 4 + 7 > 2 • 4, ein Ausdruck heisst klei- 
ner als ein andrer, wenn er eine kleinere Zahl dar- 
stellt , z. B. 3 . 7 < 88 : 4. Zwei durch das Gleich- 
heitszeichen verbundene Zahlen oder Ausdrücke bilden 
eine Gleichung, zwei durch das Grösser- oder Kleiner- 
Zeichen verbundene Zahlen oder Ausdrücke bilden eine 
Ungleichung. 

§ 2. Die drei ElammerregelD« 

Brste Klammerregel : Soll mit einem Ansdmclc 
gerechnet werden, so muss derselbe in eine 
Klammer eingeschlossen werden, z. B.: 
(4 + 9) . 3 = 13 . 3 = 39, 
4 + (9 . 3) = 4 + 27 = 31, 
(10- 7) — 1 = 3 — 1 = 2, 
10 — (7 — 1) = 10 — 6 = 4. 
Zweite Klammerregel X Diese Klammer dafC 
jedoch fortgelassen werden, wenn zwei HecS« 
ja ang'ß arten gleicher Stufe auf einander folge 
and die Toranstehende B.ecVmuü^^tti'sV ^^%» 
^osg-efäbrt werden »oll, ».B.; 
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10—8 — 1-1 — 1 = 1, 
6 . 9 : 3 « 45 : 3 = 15, 
70 + 11 — 9 = 81 — 9 = 72, 
72 : 12 : 3 = 6 : 3 = 2. 

Dritte KUmmerregrel : Die Klammer darf fer- 
ner fortgelassen werden, wenn iwei Rech- 
nnngsarten nnglelcher Stufe aufeinander folgen 
nnd die Rechnungsart höherer Stufe suerst 
ausgeführt werden soll; z. B.: 

5 + 7 . 4 = 5 + 28 = 33, 
20— 6:2 = 20 — 3 = 17, 
8.3 + 7 = 24 + 7 = 31, 
70:5 — 4=14 — 4=10. 

Ueberflüssig ist demnach eine Klammer nicht nur: 
1« um ein einfaches Zahlzeichen, z. B. um (I89ß) 

2. um eiueu Auädruck; mit welchem nicht weiter- 
gerechnet werden soli^ z. B. (6 + 4), 

9ondem auch: 

3. um einen Ausdruck, wenn derselbe erster 
Teil eines Ausdruckes gleicher Stufe ist, 
z. B. (6 + 4) — 7, 

4. um ein Produkt oder einen Quotienten, wenn 
dieselben Teile einer Summe oder einer Diffe- 
renz sind, z. B. 5 + (6 . 7). 

Eine überflüssige Klammer setzt man nur in Fällen, 
wo es zweckmässig erscheint, den von der Klammer 
eingeschlossenen Ausdruck auf diese Weise hervor- 
zuheben« 

Vor und nac'h einer Klammer kann der als Mul- 
tiplikationszeichen dienende Punkt fortgelassen werden^ 
s. B. 4(3 + 7) = 4 . 10 = 40, I^VY-«^^ =^ .\. = \s^ 
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Zusammengesetzt heisst ein Ausiruck, w^s:^ 
in einem seiner beiden Teile oder . auch, wenn in 55^ 
nen beiden Teilen nicht einfache Zahlzeichen, sond ^yy, 
selbst wieder Ausdrücke stehen, z. B. 10 — (3 + Ö), 
(9 + 5) (3 4-2), 7 + 3 — 28 : 7. Zur Unterscheidung 
benutzt man bei zusammengesetzten Ausdrücken ausser 
den runden Klammern (. . .) auch eckige Klammern 
[. . .], grössere runde (, , \ und wohl auch geschweifte 

< . • • y , Z* J3* • 

4 [9 — (1 + 3)], 72 : (43 — [5 + 120 : (2 . 3)]} 

"Wegen der drei Klammerregeln hat man für die 
Berechnung zusammengesetzter Ausdrücke folgende 
Regela zn beachten: 

1. Die innerhalb einer Klammer angedeutete 
Rechnung wird immer vor den ausserhalb vor- 
geschriebenen Rechnungen ausgeführt; 

2. zwei gleichstufige Rechnungsarten, die 
klammerlos auf einander folgen, werden in der 
Reihenfolge, wie man liest, von links nach 
rechts ausgeführt; 

3. von zwei ungleich stufigen Rechnungs- 
arten, die klammerlos auf einander folgon, wird 
immer die Rechnungsart höherer Stufe zu- 
erst ausgeführt, selbst wenn sie der Rech- 
nungsart niederer Stufe nachfolgt, 

Beispiele. 

1. 20 — 5 . (1 + 2) = 20 — 5 . 3 = 20 — 15 = 6, 

2. (12 + 8. 7):(8 + 9) = (I2 + 5(;):17 = 68: 17=4, 

3. [90 — (4,6 + 72:2)]: 10 = [90 — (24 + 3ö)]:lO 

= /i^O—60]: 10 = 30:10 = ^, 
4, [(24 + 7 + 19) . 2 — 4 . b . ^\^^ — «V^ 



Bcdcntung des Buchstabens in der Ariilimctik. 9 

'(31+ 19) . 2 — 20 . 2] . 2 = [50 . 2 — 40] . 2 = 
[100 — 40] . 2 = fiO . 2 == 120, 
5. {[(2.7.3+8):5-l](2 + 3)+5-(7+3))(7-2.3) 
= {[(14 . 3 + 8) : 5 — 1] . 5 -!- 5 — 10}r7 - G) 
= {[50 : 5 — 1] . 5 + 5 -- 10} . 1 = 
{[10- 1] .5 + 5-10) . 1 = (9 . 5 I 5—10} . 1 
{45 + 5 — 10} . 1 = (50 — 10) . 1 = 40 . 1 - 40. 



§3. Bedeutung des Bachstabeiis in der AriUnnolfk. 

Um irgend welche Zahlen zu bezeichnen, ge- 
braucht man in der Arithmetik nicht allein dfe ui;- 
wohnlichen Zahlzeichen, wie 6, 39, 189(5, sondern auch 
Buchstaben, wie a, b, A, x, und zwar meist die Buch- 
staben des kleinen lateinischen Alphabets. Dabei 
kann jeder Buchstabe jede beliebige Zahl 
vertreten, nur dass in einem Ausdruck, in 
einer Gleichung, in einer Ungl eichung oder 
überhaupt im Laufe einer Rechnung ein und 
derselbe Buchstabe, wenn er mehrmals auf- 
tritt, immer nur dieselbe Zahl vertreten darf. 

Auch die Buchstaben werden^ wie die gewöhnlichen 
Zahlzeichen, durch die Rechnungsarten zu Ausdrücken 
verknüpft. So entstehen Buchstaben- Ausdrücke, wie 
z. B. a . b + a + b oder 8 (x + y) : 4 — x. Dabei kann 
der als Multiplikationszeichen dienende Punkt sowohl 
ZNvischen zwei Buchstaben, wie auch zwis.hen einer 
Zahl und einem Buchstaben fort<^*»A^?>?.^Ys. ^^^v^^vw. 

Man kann verlangen, das^ iüY i\:Y^^\3.^\^^.^S^^^'' '^^^x: 
eiageaetzt werden. Setzt it\axi m ^mc^vcs^ ^"^^"^^T^^x^ -Tvi 
jedeu Buciistaben eine Zvx\i\, *o V^^xixsv^^ ^^^^ 
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langen, die entstandenen Zahlenausdriicke auszurech- 
nen. Z. B. der Ausdruck a (x + a) — x giebt für a = 4, 
X = 1 die Zahl 19 und für a = 3, x = 3 die Zahl 15, 
nämlich : 

a(x + a) — x = 4(1 + 4) — 1 = 4.5 — 1 = 20 — 1 = 19, 
a(x + a) — x = 3(3 + 3) — 3 = 3.6 — 3 = 18 — 3 = 15. 

Statt Zahlen an die Stelle von Buchstaben zu setzen, 
kann man dafür auch Zahlenausdrücke oder neue Buch- 
staben oder Buchstabenausdrücke einsetzen. Soll z. B. 
in a — b für a der Ausdruck 5 + 8 , für b der Aus- 
druck 9 — 3 eingesetzt werden, so entsteht der Aus- 
druck (5 + 8)— ^(9 — 3) oder 5 + 8 — (9 — 3). Soll 
V + w für a, s . t für b eingesetzt werden, so entsteht 
a — b = v + w — s.t. 

Wenn man an die Stelle eines Buchstabens einen 
Ausdruck setzt, so achte man darauf, ob derselbe nicht 
vielleicht nach Vorschrift der Klammerregeln (§ 2) ein- 
geklammert werden muss. Soll z. B. in a . b der Au3<« 
druck c + d für a gesetzt werden, so kommt: (c + d) b. 

Als allgemeine Zahlzeichen wendet man oft auch 
Buchstaben an, denen unten kleiner geschriebene Zahlen, 
die man dann Indices nennt, oder oben kleine Striche 
angefügt werden, z. B.: 

ai (gelesen: a-eins), as (gelesen: a-drei), 

a' (gelesen: a-strich), a"' (gelesen: a-dreistrich), 



Zwei Buchstabenausdi ücke können, ebenso wie zwei 
Zahlenausdrücke^ zu einer Gleichung verbunden wer- 
den. Wenn man für jeden in einer Gleichung vor- 
kommenden Buchstaben eine gewisse Zahl einsetzt, und 
dann jeden von den beiden gleichgesetzten Ausdrücken 
berechnet, so erhält man entweder zwei gleiche oder 
zwei ungleiche Zahlen. Im ersteren Falle ist die 
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Gleichung für die Einsetzungen richtig, im zweiten Falle 
falsch. Z.B.: 

1. die Gleichung 3(x-|*l)==2x-|-8 erweist sich 
für die Einsetzungen x^l, x = 2, x^3, x = 4 
als falsch^ für die Einsetzung x = 5 aber als 
richtig ; 

2. die Gleichung (a + b) (a + b) = aa + 2ab + bb 
erweist sich immer als richtig, was man auch 
für a und b setzen mag. 

Gleichungen; die sich immer als richtig erweisen, 
welche Zahlen man auch für die in ihnen yorkommen- 
deQ Buchstaben setzen mag, heissen identische Glei- 
chungen. Die identischen Gleichungen heissen For- 
meln, wenn sie dazu dienen, arithmetische Wahrheiten, 
(Gesetze) auszusprechen, die sich auf alle Zahlen be- 
ziehen. Beispiele: 

1. a . 1 = a ist eine Formel, die ausspricht, dass 
jede Zahl durch Multiplikation mit 1 unverändert 
bleibt ; 

2. a — (b + c) = a — b — c ist eine Formel, die 
80 übersetzt werden kann : Eine Summe wird von 
einer Zahl subtrahiert^ indem man den ersten 
Summanden subtrahiert, und dann von der er- 
haltenen Differenz den zweiten Summanden sub- 
trahiert ; 

3. a (b + c) = ab + ao ist eine Formel, die so 
übersetzt werden kann: Eine Zahl wird mit 
einer Summe multipliziert; indem man sie mit 
jedem Summanden einzeln multipliziert und die 
erhaltenen Produkte addiert. 

Da man die beiden Seiten einer Gleichung ver- 
tauschen darf; so darf auch jede Formel rückwärts 
(von rechts nach links) übersetzt werden. So lautet 
z. B. a (b + c) = a b + a c rückwärts gelesen^ in Worten 
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f olgendermaasen : Zwei Produkte von gleichem Faktor 
werden addiert^ indem man die nicht gleichen Faktoren 
addiert und mit der erhaltenen Summe den gleichen 
Faktor multipliziert. 

Gleichungen, welche nur dadurch richtig werden, 
dass man für Buchstaben, die in ihnen auftreten, ge- 
wisse Zahlen einsetzt, heissen Bestimmungsglei- 
c h u n g e n oder auch schlechthin Gleichungen. Tritt 
in einer Bestimmungsgleichung nur ein einziger Buch- 
stabe auf, so entsteht die Aufgabe, die Zahl oder die 
Zahlen zu bestimmen, welche man für den Buchstaben 
setzen muss, damit eine richtige Zahlgleichung entsteht, 
Z. B. : 7 X + 4 = 25 wird nur richtig, wenn x = 3 ist; 
X . X + 14 = 9 X wird für x = 2 und auch für x = 7 
richtig, sonst immer falsch. Der Buchstabe, für welchen 
man eine Zahl setzen soll, damit eine Gleichung richtig 
wird, heisst die „Unbekannte" der Gleichung- und 
die Zahl selbst heisst ihr „Wert". Die Uubekauute 
pflegt man mit x, y^ z und auch wohl mit u, v, w zu 
bezeichnen. 

Die Aufgabe, den Wert der Unbekannten zu finden, 
kann man nur in den einfachsten Fällen durch Baten 
lösen. Dagegen ermöglichen es die in den fol- 
gendenAbschnitten entwickelten Gesetze der 
Arithmetik, die Unbekannten der Gleichun- 
gen methodisch zu bestimmen. Derjenige Teil 
der Arithmetik, der sich insbesondere mit den metho- 
dischen Bestimmungen der Unbekannten in Gleichungen 
beschäftigt, heisst Algebra. 
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II. Abselmilt. 

Rechnungsarten erster Stufe. 



§ 4. Zählen, Zahl und Addition. 

I. Yortauachongsgesetz : a -|- b = b + &• 

II. Yerbindungsgesetz : a + (b + c) = * -|- b + c» 



Dioge zählen heisst, sie als gleichartig ansehen 
und ihnen einzeln andere Dinge, z. B. die Finger, llolz- 
stabchen, Rechenkiigeln und dergleichen zuordnen. 
Die Ergebnisse des Zählen^ heisscn Zahlen. Beim 
Schreiben macht man am einfachsten für jedes von den 
zu zählenden Dingen einen Punkt oder einen Stricli. 
So entstehen die natürlichen Zahlbilder, wie sie 
die Dominosteine, die Würfel, die Spielkarten, die rö- 
mischen Zahlzeichen für die drei ersten Zahlen nocli 
heute zeigen. Beim Sprechen könnte man jedes von 
den zu zählenden Dingen durch einen kurzen Laut, 
etwa den Laut „ein" darstellen. So entständen die 
natürlichen Zahlwörter: ein, ein — ein, ein — 
ein — ein etc. Derartige natürliche Zahlwörter sprechen 
heute nur noch die Schlagwerke der Uhren aus. 

Der bequemeren Uebersicht wegen, haben die Men- 
schen von Alters her die natürlichen Zahlzeichen und 
Zahlwörter durch kürzere Zeichen und Namen ersetzt^ 
die jedem, der rechnen gelernt hat, geläufig sind. Zum 
Zählen gehört es deshalb auch noch, die Zahl, das 
Ergebnis des Zählens, mit diesem kurzen Namen 
auszusprechen oder mit dve^^wx kw?c7.^\i 7^^v\\^\>w\isxa2ö.-. 
Bchreihen. Bei der Art wu^ ^ ^vä^^^ ^\ä ^v'ik ^^^ssv^^^^ 
und Zeichen für grössere Ziv\\v\eTi ^xsä ^^.^xä-q. '^^^^^^^^'^^'^ 
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Zahlen Bicli zusammensetzen, ist die Zahl zehn von den 
meisten Völkern bevorzugt. Dies rührt davon her, dass 
der Mensch zehn Finger hat, und dass er daher, wenn 
er den zu zählenden Dingen seine Finger zuordnet, bei 
der Zahl zehn einen Buhepunkt machen muss. 



Da es beim Zählen auf die Beschaffenheit der ge- 
zählten Dinge gar nicht ankommt, so liegt es nahe, die 
Zahlen auch unabhängig davon zu betrachten, was für 
Diuge gezählt sind. Dann nennt man sie unbenannte 
Zahlen im Gegensatz zu den benannten Zahlen^ 
z. B. sind 

4 Personen, 5 Häuser, 8 Stunden 
benannte Zahlen, dagegen 

4, 5, 8, 1896 
unbenannte Zahlen, bei denen man sich irgendwelche 
Benennungen, z. B. Mark, Jahre hinzudenken darf, aber 
nicht notwendig hinzudenken muss. Jedes von den ge- 
zählten Dingen nennt man eine Einheit. Bei 5 
Häusern ist Haus die Einheit. Bei unbenannten Zahlen 
betrachtet man die Zahl 1 als Einheit. 

Gleich heissen zwei Zahlen, wenn sie beide die- 
selbe Einheit und dasselbe natürliche Zahlbild besitzen. 
Bei gleichen Zahlen muss es deshalb immer gelingen, 
die Einheiten der einen Zahl den ebenso benannten 
Einheiten der andern Zahl so zuzuordnen, dass alle Ein- 
heiten an dieser Zuordnung teilnehmen. 

"Wenn man die Einheiten einer Zahl denen einer 

andern zuordnet, und« es sind, nachdem die Einheiten 

der ersten sämtlich zugeordnet sind, noch Einheiten der 

jiwehen Zahl da^ die noch nicht zugeordnet sind, so 

Jwisaen beide Zahlen ungleich, und iNvax \«X* ^v^ «t^\ft 

die kleinere, die zweite die gröBa^r^. ^«^\n.H««^ 
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benannte Zahlen gleioh oder ungleich sind, so mfissen 
anch die durch Fortlassung der Benennung entstehenden 
uubenannten Zahlen gleioh oder ungleich sein. Deshalb 
besohäftigt man sich in der Aritlimetik meist nur mit 
unbenannten Zahlen. Unter „Zahl" schlechthin soll 
immer eine unbenannte Zahl yerstanden werden, wenn 
uicht besonders gesorgt ist, dass sie benannt sein soll. 



Aus dem Begriff der Zahl, der Zahlcn^^leichheit 
und der Zahlenungleichheit folgen die uaclibtelit>:ideii 
Wahrheiten, welche man Grundsätze zu nennen pflegt. 

1. Die Bicihon folge, in welcher mau ziililt, 
d. h. zuordnet, ist für das Ergebnis desZüli- 
lens gleichgültig. 

2. a = a, d. h. jede Zahl ist iiich selbst 
gleich. 

3. Man darf in der Arithmetik immer 
für eine Zahl eine ihr gleiche einsetzen, 
ohne dass dadurch die E.ichtigkeit gestört 
wird. Insbesondere folgt hieraus: 

a = c 

b= c (den Strich liesst man „folglich**) 

a = b; d. h. in "Worten : 
Sind zwei Zahlen einer und derselben 
dritten Zahl gleich, so sind sie auch unter- 
einander gleich. 

4. a > b 

b < a, d. h. in Worten : 
Vertauscht man die beiden Seiton einer 
Ungleichung, so muss man das Gross ev- 
Zeicben in das Kleiner -Zie^V^V^Ti ^\^^ \y\ss.%'^- 
kehrt verwandeln. 

ö. Daa Gleicli\ieitB2.öV^\i^^ H^^"^ "^^ '^^^ 
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Grösser-Zeicben zu verwandeln, wenn links 
Grösseres oder wenn rechts Kleineres ein- 
gesetzt wird. Das Gleichheitszeichen ist in 
ein Kleiner-Zeichen zu verwandeln, wenn 
links Kleineres oder wenn rechts Grösseres 
eingesetzt wird. Also in Formelsprache: 



a = b 
c > a 

c > b 



a = b 
c < b 

a > c 



a = b 
c < a 

c < b 



a = b 
c > b 

a < c 



6. Eine Ungleichung behält ihrUngleich- 
heitszeichen: erstens, wenn man da, wo die 
grössere Zahl steht, eine ihr gleiche oder 
eine noch grössere Zahl einsetzt; zweitens, 
wenn man da, wo die kleinere Zahl steht, 
eine ihr gleiche oder eine noch kleinere Zahl 
einsetzt. Also in Formelsprache: 



a > b 
c — a 


a > b 
c > a 


a > b 
c b 


a > b 
c < b 


c > b 

a < b 
c — a 


c > b 

a < b 
c < a 


a > c 

a < b 
c = b 


a > c 

a < b 
c > b 


c < b 


c < b 


a < c 


a < c 



Zwei Zahlen addieren heisst, eine dritte Zahl 
bilden, deren Einheiten die sämtlichen Ein- 
heiten der beiden gegebenen Zahlen sind, 
oder was dasselbe ist, ihre Zahlbilder zu einem einzigen 
Zalilbilde verschmelzen, und für das so entstandene Zahl- 
bild die zuffehörisre Zahl augeben. Die zu addiereuden 
Zahlen heissen Summanden, Addenden, Terme, Posten 
oder Glieder, die gesuchte dritte Zahl heisst Summe. 



Zfthlen, Zahl ond Addition. 1? 

Da man nur gleichbenannte oder unbenannte Einheiten 
zählen kann, so hat auch nur die Addition von gleich- 
benannten oder Yon unbenannten Zahlen einen Sinn. 

Wenn a = b und o = d ist, so folgt daraus a -f- c 
^ b + dy oder in Worten: Oleiches zu Gleichem 
addiert^ giebt Gleiches. Denn nach Grundsatz 2 
iBtb-}~d = b-{-d und nach Grundsatz 3 darf man nun 
links a für b und c für d setzen, wodurch a -f c = 
b -j" d herauskommt. 

Die beiden, oben mit L und II. bezeichneten Ge- 
I seise, die aus dem Begriff der Addition unmittelbar 
herrorgehen, lauten in Worten: 

L Tertanschnngsgesetz. DiebeidenSumman- 
den einerSumme dürfen vertauscht werden, 
ohne dass dadurch die durch die Summe dar- 
gestellte Zahl sich verändert, z.B.: 7 -{- 3 = 

a + 7. 

n. Yerbindnngsgesetz« Eine Summe wird zu 
einer Zahl addiert, indem man den ersten 
Summanden addiert und zur erhaltenen 
Summe den andern Summanden addiert, z. B.: 
4 + (5 + 7) = 4 + 5 + 7, indem 4 + 12 = 9 + 7 ist. 

Wegen des Yertauschungsgesetzes ist es rechnerisch 
unnötig, die beiden Summanden durch Namen von ein- 
ander zu unterscheiden. Doch kann man logisch den 
einen Summanden als die zu vermehrende, also passive 
Zahl (Augendus) von dem andern Summanden als der 
vermehrenden, also aktiven Zahl (Auetor) untersche.den. 

Das Yerbindungsgesetz kann noch auf mannigfache 
andere Weise als oben in Worte gekleidet werden, 
namentlich auch so: Wenn manden.'LHY ^y^^^^^5.'\&^<- 
manden einer Summe um ^Vu^ ^^V^.^%^ ^^«»»^'^^ 
Vi^riDelirt, so wird daiMixckV äa^^ %^k^^^ ^ 



18 



Becbnnngsarten erster 8tafe. 



diese^ahlvermehrt. Aus dem Yerbindangsgesetz 
folgt die Dichtigkeit der folgenden sechs Schlüsse: 



a = b 

c > d (add.) 

a + c > b + d 
und umgekehrt ge 
b = a 
d < c (add.) 

b + d < a + c 



a > b 

c = d (add.) 

a + c > b + d 
eson; 
b < a 
d = c (add.) 



a > b 

c > d (add.) 

a + c > b + d 

b < a 

d < c (add.) 

b + d < a + c 



b + d < a + c 

Diese sechs Schlüsse lauten in Worten: 

1. Grösseres zu Gleichem oder Gleiches 
zu Grösserem oder Grösseres zu Grösserem 
addiert, giebt Grösseres, 

2. Kleineres zu Gleichem oder Gleiches 
zu Kleinerem oder Kleineres za Kleinerem 
addiert, giebt Kleineres. 

Liest man das Yerbindungsgesetz rückwärts^ also 
a + b + c=a + (b + c), so lautet es in Worten: Statt 
eine Summe um eine Zahl zu vermehren, 
kann man auch ihren zweiten Summanden 
um dieselbe Zahl vermehren. 



Die wiederholte Anwendung des Yertauschungs» 
und des Yerbindungsgesetzes der Addition führen zu 
dem folgenden allgemeinen Gesetze: 

Allgemeines Yerbindangsgesetz der Addition« Bei 
einem Ausdruck, der zwar vielleicht Klam- 
mern, aber nur Additionen enthält, dürfen 
alle Klammern fortgelassen werden, und dür- 
fen auch alle i^ammanden in beliebige Reihen- 
folge gehrtkchi werden. 

Die Blobtigkeit dieses öesetzea Vuwmü «oä io\^«vA«D. 
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Ümformangen eingesehen werden, bei denen immer jeder 
Ausdruck aus dem Torangehenden durch einmalige An- 
wendung entweder des Yertauschungsgesetzes oder des 
Yerbindungsgesetzes hervorgeht : 

1. a + (b + c4-d) = a+(b + o)+d = a-fb4-c+d; 

2. a+b + c===a + (b + c)===a-f(c+b)==a-fc4-b; 

3. a + b + c==c + (a + h)==c + (b + a)===c + b-fa; 

4. 3+[4+(c+d)]=:3 + 4 + (c + d) = 7 + (c+d) 

= c + d + 7. 
Eine Summe^ deren erstes G-lied selbst 
wieder eine Summe ist^ fasst man kurz als 
eine Summe von drei Gliedern auf, und so 
fort. Z.B.: 

a-j-b-l-o ist eine Summe von drei Gliedern, 
x+y + z + u + vist eine Summe von fünf Gliedern, 

d-|-(e-|-f)4-(g-|~^'l~0 ist eine Summe von drei 
Gliedern. 



Besonders häufig treten Summen von lauter gleichen 
Gliedern auf. Man schreibt dann dieses Glied nur ein- 
mal, setzt davor einen Punkt und vor den Punkt die 
Zahl, welche angiebt, wieviel solche Glieder die Summe 
haben soll. Z. B.: 

4 + 4-f.4 + 4 + 4 = 5.4, 

a4-a-fa = 3.a, 

X -|- X = 2 . X. 
Die Zahl, welche zählt, wieviel Glieder man sich 
denken soll, nennt man den Koefficienten der ab- 
gekürzt geschriebenen Summe. Der Punkt kann 
vor einem Buchstaben oder einer Klammer fori^l^s^'is^ 
werden. Z. B. : 

Ä-f a-f a 4- a-\- a-V «^-V^='^ ^^ ^ ^ 
(b + c)+ (b + d) -V ^\>-V ^^ = ^^ ^ ^^* 
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Wenn man zwei abgekürzt geschriebene Summen 
mit demselben Gliede zu addieren hat, so hat man nur 
die Koeffioienten zu addieren. Denn: 
3a-f-2a=B:(a-|-a-)-a)-f (a-f a)c=ra + a-(-a-}-a-f-a=s5a. 

Eine einzige Zahl kann man als Summe von einem 
Gliede auffassen und deshalb mit dem Koeffidenten 1 
behaftet denken. Z. B.: 

4a+a = 4a + la = (a -[- »4- ft+a) + ft = a + »+M-*+* = 5*- 
Ist das Glied einer abgekürzt geschriebenen Summe 

selbst eine Summe, so hat man es in eine Klammer 
einzuschliessen, z. B. 3 (a -{- b). Die abgekürzt ge- 
schriebenen Summen führen später zu einer höheren 
Eechnungsart, der Multiplikation (vgl. § 8). 



I 6. Sabtraktion. 

I. a — b + b = a (Erkl&rende Formel)* 
II. a 4* b — b = a« 



Eine Zahl a um eine Zahl h rermindern oder, was 
dasselbe ist^ eine Zahl b tob einer Zahl a subtrahieren 

heisst, die Zahl finden^ zu weicherb addiert 
werden muss, damit a herauskommt. Dies 
spricht Formel I. aus. 14 minus 6 bedeutet also die 
Zahl, welche um 6 vermehrt^ 14 ergiebt, oder, was das- 
selbe ist, die Zahl, welche für x gesetzt werden mu8B| 
damit die Bestimmungsgleichung (vgl. § 2)' 

X + 6 = 14 

richtig wird. Die Subtraktion entsteht also aus der 

Addition dadurch^ dass man die Summe und den einen 

Summanden als bekannt und den andern Summa n- 

i/en aJa nnhek&nni und deshalb als gesucht 

betrachtet. Man nennt deshalb die 8uV>\.T«bYt\öTi ^^"^^m- 

Gehrung der Addition. Bei dieaer TJmV%\ixuii% ^^xViÖLV 
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die bekmnte Svmme den Namen MinnendnB, 
der bekannte Summand den Namen Subtrahendus, 
der gesuchte Summand den Namen Differenz. 
Hiernach besteht die Berechnung einer Differenz 
im Raten des Wertes der Unbekannten einer Gleichung. 
Um z. B. 14 — 6 zu berechnen, hat man den Wert von 
X aus der Gleichung x -|- 6 =« 14 zu raten. Dieses Baten 
wird durch den ersten Bechenunterricht teils gedächtnis- 
mässig, teils methodisch gestaltet. 



Da eine Summe zwei Summanden hat; so kaun 
man auch von zwei Umkehrungen der Addition Sprech en, 
je nachdem man nämlich den ersten oder den zweiten 
Summanden; den Augendus oder den Auktor (§ 4) als 
gesucht betrachtet. In der That lassen sich diese beiden 
Fälle durch zwei verschieden lautende Fragestel- 
lungen unterscheiden. Man sucht z. B. den Augendus, 
wenn man, um 14 — 6 zu berechnen, fragt, welche 
Zahl um 6 vermehrt werden muss, damit die Summe 
14 entsteht. Dagegen sucht man den Auktor, wenn 
mau; um 14 — 6 zu berechnen, fragt, um welche 
Zahl 6 vermehrt werden muss, damit die Summe 14 
entsteht. Die Arithmetik hat es jedoch, dank dem 
Vertauschungsgesetze der Addition (§ 4), nicht nötig, 
die beiden Umkehrungen der Addition als zwei ver- 
schiedene Bechnungsarten zu unterscheiden. 

Während die Addition zweier Zahlen immer aus- 
führbar ist, kann die Subtraktion zweier Zahlen nur 
dann ausgeführt werden, wenn der Minuendus grösser als 
der Subtrahendus ist. Dies rührt daher, dass der Minuen- 
dus, der Erklärung gemäBS, imm^x ^T"ö^"&«t ^^ ^<«.%si^^iv2wvs' 
hendua sein muss, und zwar xmi öi«^ ^^^«vüiJs^^^^«^'*^^^^ 
Beispiehweiae ist 8-12 e\w iiVuxx\^^'^ ^^^'^^^'^'^^'' 
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zweier ZaUen durch das Subtraktionszeichen, weil es 
kein Ergebnis des Zählens giebt, das, um 12 yermehrt| 
8 geben könnte. 

Da die Subtraktion zweier Zahlen, wenn sie Sinn 
hat, immer nur zu einem einzigen Ergebnis führen kann, 
so lässt sich aus a = b und c = d schliessen , dass 
a — c = b — d sein muss. Denn man kann wegen der 
Eindeutigkeit der Differenz von b — d = b — d aus* 
gehen, und dann links a für b und c für d setzen. Dieser 
Schluss lautet in Worten: Gleiches von Gleichem 
subtrahiert, giebt Gleiches. 



Die Formel TL a-{-b — b = a ist deshalb richtigi 
weil a -f- 1) — b| doP Erklärung gemäss, die Zahl be- 
deutet, die, um b vermehrt, a -|* b ergiebt. Es kann 
jedoch die Eigenschaft, um b vermehrt, a -|- b zu liefemi 
keine andere Zahl haben als a. Die Formeln I. und II. 
liefern zusammen folgende Hechenregel : Addition und 
Subtraktion derselben Zahl heben sich auf. 

Bei der Subtraktion von zwei abgekürzt geschriebe- 
nen Summen mit gleichem Gliede hat man nur die 
Koefficienten zu subtrahieren. Beispiel: 

6 a — 4a = (a + a + a+a + a + a) — (a + a + a+a) 
= a + a + (a + a+a + a) — (a + a + a + a) = a+a = 2a. 

Daraus, dass x = a — b und x -(- b =s a ganz das- 
selbe, nur in zwei verschiedenen Schreibweisen, aus- 
sagen, ergiebt sich die für die Lösung von Gleichun- 
gen wichtige: 

Transpositionsregel erster Stufe. Eine Zahl, 

welche auf der einen Seite einer Gleichung 

Summandus ist, kanndort fortgelassen und 

Auf die andereSeite der Gleiehung als Sub- 

/raAendoM ^aiüliriabem werden ^mi. ^m%%« 
kehrt, JKf/izii7aiixit dann die ZaUtTan«'poti\%T\.<'Zi,^,\ 
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aus X + 6 = 14 folgt X = 14 — 6, 
aus 5 + X = 17 folgt X = 17 — 5, 
aus X — 8 = 11 folgt X = 11 + 8, 
Ist die Unbekannte x Subtrahendas, so wendet man 
am besten die ans dem Vertauscbungsgesetze der Ad- 
dition folgende Kegel an: 8 u b t r a h e n d u s un d D i ff e - 
renz dürfeoi vertauscht werden, Z. B.: 
aus 9 — X = 4 folgt 9 — 4 = x. 
Diese vier Beispiele zeigen zugleich, wie durch Trans- 
ponieren die Isolierung einer unbekannten Zahl und so 
die LQsang Ton Gleichnngen bewerkstelligt werden kann. 
Das Transponieren kann auch als eine Anwendung 
der Sätze „Gleiches zu Gleichem addiert, giebt 
Gleiches" und „Gleiches von Gleichem sub- 
trahier t^ giebt Gleiches" aufgefasst werden. Sub- 
trahiert man z. B. von x -f 6 = 14 die Gleichung 6 = 6, 
so erhält man, dax + 6 — 6 = x ist, x = 14 — 6 = 8« 



§ 6. Begeln f&r die erste Stufe. 

La + (b+c) = a + b + c (Verb.-Ges. d. Add. § 4, II), 

II. a + (b — c) = a+b — c, 

III. a — (b + c) == a — b — c, 

IV. a — (b — c) = a — b + c, 
T. a-b = (a + d)-(b + d), 
Tl. a-b=(a-d)-(b-d). 



Die Formel I. ist schon in § 4 aus dem Begriff 
der Addition abgeleitet. Bei den übrigen Formeln ist 
mindestens eine Seite eine Differenz. Um sie zu be- 
weisen, hat man also, wegen der erklärenden Formel 
der Subtraktion (§ 5), nur tsx. ^t\)l\^tv^ Oc^ ^^ ^j^ää^'^». 
Seite der Formel, um den au\>\.T^\v^Tiei.wÄ ^äx '^^^:^?^'^ 
vermehrt, den Minuendua öXftVö\>U ^Ä ^^'ö^^^^^^^ 



24 Rechnungsarten erster Stufe. 

darf man alle bis dahin bewiesenen Formeln, TorwS 
oder rückwärts gelesen, anwenden. Dies sind aber \^ ^ 
jetzt nur die beiden Formeln des § 4 und die bei^^ 
Formeln des § 5. ^ 

Dass II. richtig ist, ergiebt sich so: 

a + (b — c)+c = a+[(b — c) + c] = a+b; 
Dass III. richtig ist, ergiebt sich so: 
a — b — c+(b+c) = a — b--c+(c+b) = a — b— o+c+b 

= a — b + b = a; 
Das T7. richtig ist, ergiebt sich so: 

a-b+c+(b-c) = a-b+[c+(b— c)]=a— b+[b — o+c] 

= a — b + l) = a; 
Das Y. richtig ist, ergiebt sich so: 

a_b + (b + d) = a— b + b + d = a+d; 
Dass VI. richtig ist, ergiebt sich so: 

a-.b + (b — d) = a — b + b — d = a — d. 
Das Uebersetzen der Formeln, vorwärts und rfLck- 
wärts gelesen, ist schon im Abschnitt I. eingeübt. Dia 
Formeln I. bis IV. liefern, vorwärts gelesen, Begeln, 
wie Summen und Differenzen addiert und subtrahiert 
werden dürfen, dagegen, rückwärts gelesen, B»egeln, wie 
Summen und Differenzen vermehrt oder vermindert 
werden dürfen. Im ersten Falle werden die Klammern 
gelöst, im zweiten Falle gesetzt. 



Durch mehrmalige Anwendung der Formeln I. bis 
IV. kann man auch Klammem lösen, welche auf Plus- 
oder Minuszeichen folgen und verwickeitere Ausdrücke 
einschliessen. Z. B. : 

1. a + b + (c — d + e) = a + b + (c — d) -+- e 
= a + b + c — d + e; 

^- /?-f /k-f (b— c)— d] = p-V\?.A-l> — ^^— ^ 
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8. ▼— (x— y+z — u) = V — (x — y + a)-|-u=c 
V — (x — y) — z + u = v — x+y — a + u. 

Hieraus ergeben sieb die Kegeln: 

Erste Regel: Eine Klammer, vor der ein 
Pluszeichen steht, kann ohne weiteres fort- 
gelassen werden. 

Zweite Regel: Eine Klammer, Tor der ein 
Minuszeichen steht, kann man fortlassen, 
wenn man dabei Addenden in Subtrahenden, 
Subtrahenden in Addenden und den etwa 
vorhandenen Minuendus in einen Subtra- 
hendus verwandelt, d.h., wenn man die Plus- 
zeichen in Minuszeichen, die Minuszeichen 
in Pluszeichen verwandelt. Eine innerhalb 
der aufzulösenden Klammer stehende neue 
Klammer ist dabei zunächst unversehrt zu 
lassen. 

Aus den Formeln des § 4, § 5 und den öligen 
Formeln I. bis lY. folgen auch leicht die Formeln: 
a + b + c = a+c + b, a + b — c = a — c+b, 
a — b + c = a + c — b, a — b — c = a — c — b, 
woraus hervorgeht: 

Dritte Regel: Summanden und Subtrahen- 
den dürfen in beliebige Reihenfolge ge- 
bracht werden. 

Aus dieser Begel und der Formel a — b — c = 
a — (b-f-c) ergiebt sich: 

Tierte Regel: Ein Ausdruck, der keine 
andern Rechnungsarten als Addition und 
Subtraktion enthält, wird berechnet, indem 
man erstens nach der ersten und zweiten 
Regel alle KlammeTn V6^\., \Sl\i^ K^^^Sk^oi. -«s.-^^ 
zweitens die Summ^ ie^T V\Ti.\.^x^^vt^^^'«''«^^'^^ 
stellenden ZahUu nou ^^^ ^^v^^'^ 
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hinter Pluszeichen stehenden Zahlen sub- 
trahiert. Z. B.: 

1 1- [5 -(8-6)] + (7-3+12)= ll-5+(8-6)+7-3+12 
=11— 5+8-6+7— 3+12 = (11+8+7 +12)— (5+6+3) 

= 38 — 14 = 24. 



Die Schlüsse, welche den bei der Addition (vgl. 
dort) klargelegten 6 Schlüssen bei der Subtraktion 
entsprechen, sind folgende: 



a > b 

c = d (subt.) 

a — c > b — d 



a=b 

c > d (subt.) 

a — c < b— d 



und, umgekehrt gelesen: 



b < a 

d = c (subt.) 

b — d < a — c 



b = a 

d < c (subt.) 

b — d > a — c 



a > b 

c < d (subt.) 

a — c > b — d 



b < a 

d > c (subt.) 

b — d < a — c 



Dabei ist natürlich vorausgesetzt, dass c < a und 
d < b isty weil sonst die Subtraktionen keinen Sinn 
hätten. 

Man beweist diese Schlüsse, indem man jede Un- 
gleichung in eine Gleichung verwandelt, und dann die 
Formeln I. bis lY. anwendet. Z. B. sagt man c = d + p 

statt c > d und erhält so aus < "~-i>< ji >, 

\c > dj \o = d + p/' 

woraus a — c = b — d — p folgt, d, h. a — o kleiner sJs 
b — d, nämlich um p. 
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§ 7. Null und negatiTe Zahleiu 

Erweiterung des Zahlbegriffg : a — b + b = a, 
anch wenn a nicht grosser als b ist« 

I. Erklärung der Null : a — a = b — b = 0. 

II. Erklärung der negatiren Zahlen: 

a — (a + n) = b — (b + n) = — n, 

III. Rechnen mit Null: 

a-l-Osa, a — = a, — a= — a« 
IT. Bechnen mit negatiren Zahlen: 
a+(— n)=a— n, a— (— n)=a4-n, (— n)--a=— (n+a). 



Da bei der Erklärung der Subtraktion aus der 
Addition die Summe zum Minuenden wird, also grösser 
als der Subtrahend sein muss; so hat a — b, wenna 
gleich oder kleiner als b ist, zwar die Form 
einer Differenz, aber dennoch gar keinen Sinn^ weil 
a — b dann keine Zahl im Sinne des § 4^ d. h. kein 
Ergebnis des Zählens, darstellt. Wenn aber etwas 
noch keinen Sinn hat, so kann man ihm noch einen 
Sinn erteilen, und es erscheint zweckmässig, der Diffe- 
renzform a — b; wo a gleich oder kleiner als b ist, 
einen Sinn zu erteilen, der gestattet, dass 
man mit dieser Differenzform so rechnen 
darf, wie mit eigentlichen Differenzen.*) Da 
alles Kechnen mit Differenzen aber auf der erklärenden 
Formel a — b-{-b = a beruht, so erreicht man das ge- 



*) Der Gedanke, einer bis dahin sinnlosen Verknüpfung zweier 
Zahlen den Sinn zn erteilen, der gestattet, dass man damit rechnen 
kann, wie mit Sinn habenden, ebenso gestalteten Verknüpfungen, wird 
in der Arithmetik konseqnent durchgeführt, nnd führt zn den ver- 
schiedenen Erweitemngen des Zahlbegriffs (jgebtQ^\\«&s(k^ \sx^i!(Nss«ANsk> 
imaginäre Zahlen). Indem man diMviL Qt^vcözÄtL toxÄaSJJKÄ,^'«5sAj»^ 
man ein Prinzip an, das Hankel ,PtVdiV& ^«^«tiÄiÄTi3> ^^^J^^^^ 
uod äaa wir hier »Prinoip der KÄMLa)amAo%V|fi»'^^* tl««»»!». 
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nannte Ziel, wenn man nnter a — b, wo a gleich oder 
kleiner als b ist| etwas versteht^ was, yermehrt mm b, 
a liefert. Mit 3 — 3 yerspricht man also, dass man 
3 — 3 + 3 gleich 3 setzen will, und mit 5 — 8, dass man 
5 — 8 + 8 gleich 5 setzen will. Da man also mit a — b, 
wenn a gleich oder kleiner als b ist^ rechnen kann^ wie 
mit eigentlichen Differenzen, also auch die Formel Y. 
und YI. aus § 6 auf eine solche Differenzform azi- 
wenden kann, so erhält man: 

a — a = b — b 
und a — (a + n)=b — (b + n). 

Für alle hiemach einander gleichen Differenzformen, 
bei denen Minuend und Subtrahend dieselben Zahlen 
sind, hat man ein gemeinsames Zeichen eingeführt, 
nämlich das Zeichen: 

(gelesen: y,nnll^. 

Ebenso hat man für alle einander gleichen Diffe- 
renzformen, bei denen der Subtrahend um n grösser ist 
als der Minuend, ein gemeinsames Zeichen eingeführt, 
nämlich das Zeichen: 

— n (gelesen: minus n). 

Indem man diese Differenzformen auch Zahlen 
nennt, erweitert man den in § 4 erörterten Zahlbegriff. 

Beispiele: 4 — 4 = 0, 8 — 8 = 0, 8— 11 = — 3, 
20 — 21 = — 1. 

Wenn man die Zahlen: 

den natürlichen Zahlen (im Sinne des § 4) 

X, ^f öj 4^ O, • • • 

sich entsprechen lässt, so nennt man die neuen 
Zahlen negativ, die alten positiv. 

Da + a oder a + 0=a + (b — b) = a+b — b = a 
js^, and da auch a — = a — (J) — V)=^ — \i-V>i^=^ 
^>4 so ^iJt der Satz; 
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Eine Zahl bleilbt nngeändert, wenn man 
sie um yermehrt oder vermindert. 

Da — n = b — b — n = b — (b + i^)»= — » m*i ■<> 
gilt der Satz: 

EineZahl geht in die entsprechende ne- 
gative über^ wenn man sie von subtrahiert. 

Da hiemach — n = — n, O+nsnsn ist, so liegt 
es nahe, für n auch + i^ bu schreiben. Demgemäss 
sagt man statt positiver und negativer Zahlen auch 
Zahlen mit dem Vorzeichen plus und Zahlen mit 
dem Yerzeichenminus. Von den beiden Vorzeichen 

-f und — 
heisst das eine das umgekehrte oder das entgegen- 
gesetzte des andern. 

Die in der TJeberschrift mit IV. bezeichneten drei 
Formeln lassen sich folgendermassen beweisen: 

a+(-n) = a + [b-(b+n)] = a+b-(b+n) = 

a + b — b — na=a — n; 
B-(— n) = a— [b — (b + n)] = a — b + (b + n) = 

a — b-|-b + n:=a + n; 
( — n) — a = b — (b + n) — a = b — b — n — a = 
— n — a = — (n + a) = — (n + a). 
Liest man die erste der hiermit bewiesenen drei 
Formeln umgekehrt und schreibt dabei -{-n statt n, 
so erhält man a — (+ n) = a -}- ( — n). Diese Formel 
führt im Verein mit der zweiten von den obigen drei 
Formeln zu dem Satze: 

Eine positive Zahl subtrahiert man, in- 
dem man die entsprechende negative addiert. 
Eine negative Zahl subtrahiert man, indem 
man die entsprechende positive addiert. 

Hierdurch ist das SubtTalaiOTWi'^wim^^'artTÄssi^««^. 

versehenen Zahlen immer in öiü K^ÖAftxwss.^^^^^^''^^'^ 
verwandelt Für das A.däi«c«m. mö\ö!ft«t Tisös^«^ ^^'**' 
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gelten die folgenden aus dem Obigen herrorgehend«!! 
drei Sätze: 

1. Zwei positive Zahlen werden addiert| 
indem man sie, abgesehen vom Yorzeiohen, 
addiert, und der erhaltenen Summe das po- 
sitive Vorzeichen giebt. Z. B.: 

(+ 3) + (+ 6) = + 9. 

2. Zwei negative Zahlen werden addiert, 
indem man sie, abgesehen vom Yorzeiclien, 
addiert, und der erhaltenen Summe das ne- 
gative Vorzeichen giebt. Z.B.: 

(-4) + (-8) = -12.^ 

3. Eine positive Zahl und eine negative 
Zahl werden addiert, indem man sie, abge- 
sehen vom Vorzeichen, subtrahiert, und der 
erhaltenen Differenz das Vorzeichen der 
grösseren Zahl giebt. Z.B.: 

(_4) + (+9)=+5,(-13) + (+ll)=-2. 



Die Erfindung der negativen Zahlen ermöglicht 
eS; einen klammerlosen Ausdruck, der nur Additionen 
und Subtraktionen enthält, als eine Summe von Zahlen 
aufzufassen, die entweder positiv oder negativ sind« Es 
ist z. B. 7 — 5 -f- 3 -[- 8 — 4 eine Summe der Zahlen 
(+7), (—5), (+3), (+8), (—4). Hiernach kann man 
die zweite Begel in § 6 kurz so aussprechen: 

EineKlammer, vor der ein Minuszeichen 
steht; wird aufgelöst, indem man die Vor- 
zeichen der in ihr enthaltenen Summanden 
umkehrt. 

Durch die Erfindung der Null und der negativen 
Zahlen erbalten alle bisher auigeatöW^Äii^oxTsvÄÄ «vxi^xl 
ausgedehnteren Sinn und die in % 4, % ^n % ^ woig,^ 
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stellten Yergleichungsschlüsse eine ausgedehntere An- 
wendung, wenn man beachtet, dass a grösser als b 
heissen soll, wenn a — b positiv ist^ gleichviel ob a und 
b null; positiv oder negativ sind. Z. B.: 



+ 7 >— 3 

— 3 > — 4 

+ 7 >— 4 



-4= -4 

+ 2 > - 2 (add.) 

-2 > -6 



0< +8 
__ 3 > _ 4 (subt.) 

+ 3< +12] 



Auch ermöglicht die Einführung der Null und der 
negativen Zahlen die Lösbarkeit von Gleichungen, die 
bis dahin als unlösbar gelten mussten. Z. B. ergiebt: 

5-(x+8) = + l 
die Lösung 5 — x — 8 = +l oder — 3 = x + 1 oder 
— 4 = x, d* h. 

x = — 4. 



Die Betrachtungen, welche auf die Erfindung der 
Null und der negativen Zahlen führten, lassen sich ohne 
weiteres auch auf benannte Zahlen übertragen. So ist 
z. B. — S Ji eine Difierenzform , welche ausspricht, 
dass man 

— 8 ^ + (n + 8) ./« = n .//^ 
setzen will. In den Anwendungen kann man aus einer 
negativen benannten Zahl durch Veränderung eines 
Wortes meist die entsprechende positiv benannte Zahl 
bilden. So heisst z. B.: 

— a Schritte vorwärts dasselbe wie a Schritte 

rückwärts, 
^ a Mark Vermögen dasselbe wie a Mark Schulden, 

— a Mark Gewinn dasselbe wie a Mark Verlust. 
Ferner heisst z. B.: 

Schritte vorwärts daEacA\)^ "^Sä V^vxäjo. '^^ssk^^^ 
vorwärts und aucli 'kemsn xxköfeNW?«^» 
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ni. Absehnitt 

Reclmimgsarteii zweiter Stufe. 



§ 8. MaltlpUkaüon. 

1) l> 8) m) 

Erklärende Formel : a-{-a-fA+***+<^ = <^*i>^ 

I. A • m -f- a • P = a (m -j- p)) 

II. a • m ~ a • p = a (m — p), wo 
Yerteilangsgesetzei^ m > p ist^ 

III. b • lu -j- c • m = (b -|- c) niy 
IT. b.m~c«m = (b — ejm« 

YertanschnngTSgesetz : T. a • b = b • a. 
Terbindunffsgesetz : Tl. a . (b . c) = a . b • c 



Eine ZaM a mit einer Zahl m mnltlpllzleren, hei s st, 

eine Summe von m Summanden bilden, so 
dass jeder Summand a ist. Die Zahl a, welche 
als Summand gedacht ist, heisst Multiplikandas, 
die Zahl m, welche angiebt, wie oft die andere Zahl 
a als Summand gedacht ist, heisst Multiplikator. 
Der Multiplikandus, als die passive Zahl, ist in den 
obigen Formeln immer vor den Multiplikator, als die 
aktive Zahl^ gesetzt. Das Ergebnis der Multiplikationi 
welches man a.m oder auch am schreibt^ heisst Pro- 
dukt. Hiernach kann der Multiplikator, welcher ja 
ein f,wie oft" zählt, naturgemäss nur eine natürliche 
Zahl im Sinne des § 4 sein. Dagegen kann der Mnl- 
tiplikandus positiv, null und negativ sein. Z. B.: 
^-f«;.4 = -f-a+a+a+a=-V(4aV 

0.4^0+0+0+0 = 0, 

r— «;.4 = (-a) + (-a) + (,— a^^^->i:^=-VVi^ 
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Insofern man a als Summe von einem Summanden 
aufiasst/ setzt man auch a . 1 :b= a. 

Da man nicht allein unbenannte , sondern auch 
gleichbenannte Zahlen addieren kann, so kann der Mul- 
tiplikandus auch eine benannte Zahl sein. Dann hat 
das Produkt dieselbe Benennung. Z. B.: 5 Bücher 
mal 4 gleich 20 Bücher. Dagegen ist ein benannter 
Multiplikator Unsinn. Denn es würde z. B. 4 mal 
5 Bücher, wo 4 Multiplikand, 5 Bücher Multiplikator 
wäre, verlangen, dass man die Zahl vier 5 Bücher mal 
als Summanden setzen soll, was Unsinn ist. 

Da die Verknüpfung zweier Zahlen durch Multi- 
plikation nur zu einem einzigen Ergebnis führt, so kann 
man den Satz aufstellen: Gleiches mit Gleichem 
multipliziert, giebt Gleiches. Denn wenn a=b 
und c = d ist, so kann man dann von b.d = b.d aus- 
gehen, links a für b und c für d. setzen, so dass sich 
a.c = b.d ergiebt. 



Der Beweis der vier Verteilungsgesetze geht aus 
Folgendem hervor: 

/l) 2) m)\ /l) 2) p)\ 

L a.m+a.p=\^a + a+».« + a/ + \^+*+*'*"i"^/ 

1) 2) m-fp) 

= a + a+.. . + a = a(m + p); 

/i) 2) m)\ /i) 2) p)\ 

II. a.m — a.p = \^a+a+.. .+a^ — \^a+a+.. . + a^ 

/i) «) P)\ /P+i)P-f-2) m)\ /i) 2), P)\ 

=\^a+a+...+aJ+\^a+a+...+a/-ia+a+..,-tft.l 

1) S) m-p) 

= a-/-a+ . . . + a = avm — Yi% 

Sobnbert, Arithmetik und M^oEV^Ttti- 
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1) fl) m) 

m. b.m ■= b + b+...+b 

1) «) ™) , 

cm = c + c + • • • 4"C (add.) 

b.m + c.m = (b + c)+(b + c)+.. . + (b + o> 
= (b + c)m; 

1) t) m) 

IV. b.m = b + b +...+b 

1) 2) m) 

c.m =c + c+...+c (subi.) 

b.m — o.m==\^b — c^ + (^b — o^ + ,.. + \^b — c^ 

= (b — c) m. 

In Worten heissen diese vier Yerteilangsgeseize: 

I. (vorwärts gelesen): JDie Summe zweier Pro* 

dukte von gleichem Multiplikandus ist gleich 

dem Produkte dieses Multiplikandus mit 

der Summe der Multiplikatoren. 

I. (rückwärts gelesen) : Mit einer Summe mal* 
tipliziert man, indem man mit den Summan- 
den einzeln multipliziert und die erhalte- 
nen Produkte addiert. 

II. (vorwärts gelesen): Die Differenz zweier 
Produkte von gleichem Multiplikandus ist 
gleich demProdukte dieses Multiplikandus 
mit der Differenz der Multiplikatoren. 

IL (rückwärts gelesen): Mit einer Differens 
multipliziert man, indem man mit Minuendus 
und Subtrahendus einzeln multipliziert und 
die erhaltenen Produkte subtrahiert. 

III. (vorwärts gelesen): Die Summe zweier 
Produkte von gleichem Multiplikator ist 

gr^eich dem Produkte der Summe d«T Multi- 
plik an den mit dem glevcla.eii '^\iW\'^V\V^\.^'t • 
iri. (rückwärts gelesen): ^iii^ Äumm^ m^AVv- 
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pliziert man, indem man ihre Summanden 
einzeln multipliziert und die erhaltenen Pro- 
dukte addiert. 

IV. (vorwärts gelesen): Die Differenz zweier 
Produkte von gleichem Multiplikator ist 
gleich demProdukte derDifferenz derMul- 
tiplikanden mit dem gleichen Multiplikator. 

lY. (rückwärts gelesen) : Eine Differenz mul- 
tipliziert man, indem man Minuendus und 
Subtrahendus einzeln multipliziert und die 
erhaltenen Produkte subtrahiert. 

Auf den Yerteilungsgesetzen beruht die Kichtig- 
keit der folgenden Schlüsse: 



a = b 

c > d (mult.) 

a. c > b . d 



a > b 

c = d (mult.) 

a.c > b. d 



oder, rückwärts gelesen: 



b = a 

d < c (mult.) 

b .d < a.c 



b < a 

d = c (mult.) 

b . d < a.c 



a > b 

c > d (mult.) 

a.c > b. d 



b < a 

d < c (mult.) 

b . d < a.c 



Um z. B. den zu zweit genannten Schluss zu be- 
weisen, schreibt man a = b -f- p statt a > b, wo p die 
Zahl ist, um welche a grösser als b ist. Dann ergiebt 
sich durch Multiplikation mit c = d zunächst a . c = 
b . d-{- p . d; d. h. aber a.c > b . d, nämlich um p . d. 



Nach der Definition der Multiplikation hat ein 
Produkt, dessen Multiplikator null oder negativ ist, 
keinen Sinn. Um ihm einen Sinn beizulegen, der ge- 
stattet, dass alle RechengeaetL^ ^wic^ t^?Ä ^s^^^öä"^^^- 
dukte bestehen bleiben, mu^a mwi, ^»««ÄÄi^^'V ^ ^^^^"^^^^ 
negative Zahlen als Diff öt^naeii a\Ä^'«»«ö.i ^^*^^ 
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geln, wie mit einer Differenz multipliziert wird (Yer- 
teilungsgesetz IL rückwärts), auf die zu Null und ne- 
gativen Zahlen führenden uneigentliohen Differensen 
übertragen. So erhält man: 

a.O = a.(b — b)=ia.b — a.b=0, 

a . ( — n) « a . [b — (b+ n)] = a . b — a . (b + ä) 
= a.b — (a.b+a.n) = ab — ab — an = — (»n). 

Diese Ergebnisse lauten in Worten: 

Durch Multiplikation einer beliebigen 
Zahl mit Null erhält man wieder Null. 

Mit einer negativen Zahl multipliziert 
mauy Indem man mit ihr^ abgesehen vom 
Vorzeichen, multipliziert, und dem erhal- 
tenen Produkte das entgegengesetzte Yor« 
zeichen glebt. 

Ist insbesondere Multiplikator und Multiplikandus 
negativ, so ergiebt sich eine positive Zahl, wie auch 
aus der folgenden Ableitung hervorgeht: 

(-a).(-b)=(-a)[c-(o+b)] 

= ( — a).c — (— a)(c-[-b) = — ac — [ — ac — ab] 
= — ac + ac + ab = + (ab). 

Fasst man die beiden obigen Hegeln über das Multi- 
plizieren mit null und negativen Zahlen mit den Hegeln 
über das Multiplizieren von null und negativen Zahlen 
zusammen, so erhält man: 

1. Ein Produkt ist gleich null, wenn Multi- 
plikator oder Multiplikandus oder beide null 
sind. 

2. Zwei Zahlen, von denen jede positiv 
oder negativ sein kann, werden multipliziert, 
indem man sie, abgesehen vom Yorzeichen, 

niuJtipliziertf und dem erYiaWi^Ti^xi^t^^'ö^^^ 
dag positive oder daa ne^aVi^*^^^'^^*^^'^^'^ 
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giebt; Je nachdem die beiden Zahlen gleiche 
oder ungleiche Yeri^iehen hatten. 



Bie YerteilnngBgesetze lassen sich leicht anch auf 
die Fälle ansdehnen, wo Multiplikator oder Moltipli- 
kandus Summen sind, die beliebig viele positive oder 
negative Summanden umfassen. Namentlich ist also: 

1. ap + aq + ar=a(p + q+r), 

2. ap + aq — ar = a(p + q — r), 

3. am + bm + cm = (a4-b + c)m, 

4. am — bm + cm = (a — b + c)m. 

In 1. und 2. erscheint der Multiplikandus a, in 
8. und 4. der Multiplikator m „abgesondert **. Beim 
Absondern werden also Klammern gebildet. Liest 
man die vier Formeln umgekehrt, so erscheinen die 
Klammem „gelöst*'. 

Aus den y erteilungsgesetzen gehen ferner die Regeln 
für die Fälle hervor, wo Multiplikator und Multipli- 
kandus beide Summen oder Differenzen sind. Nämlich: 

5. (a + b)(c+d) = ac+ad + bc+bd, 

6. (a-i-b)(c— d) = ac — ad + bc— bd^ 

7. (a — b)(c+d) = ac + ad — bc — bd, 

8. (a— b)(c— d) = ac — ad—bc + bd. 

Für den Fall, dass Multiplikandus und Multipli- 
kator mehr als zwei positive oder negativ^e Summanden 
einschliessen, diene folgendes Beispiel: 

(a + b — c) (e — f — g-|-h) = ae — af — ag+ ah 
+ be — bf — bg-j-bh — ce + cf +cg — eh. 
Demgemäss lautet die 

Allgemeine Vetteilungsregel: Ei\i.^ ^^a^^K^^si^^^ ^^'^ 
beliebig viele positi^e^ o^^t t^^^^^^^^"^^"^' 
manden umfasst, wird m\\) ^y^^^ ^^ ^ ^^ 

eben Summe multip\iz\öx\., \^^^^ ^^^ 
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Summanden der ersten Summe mit jedem 
Summanden der zweiten Summe multipli- 
ziert und das Vorzeichen jedes Produktes 
nach der Gedächtnisregel bestimmt: „Gleiche 
Vorzeichen geben PluS; ungleiche Minus**. 



Das Vertauschungsgesetz lässt sich mit Hilfe der 

Verteilungsgesetze beweisen^ nämlich: 

n) 8) a)\ 1) 2) a) 

a.b = U + l + ...+ l/b = l.b + l.b + ...+ l.b 
1) 8) a) 

= b + b + ... + b = b.a. 

Bei diesem Beweise ist vorausgesetzt, dass a eine 
natürliche Zahl im Sinne des § 4 ist. Es ist aber auch 
. b = b . 0, weil beide null sind. Ebenso ist ( — n) . a 
= a . ( — n), weil beide — (a • n) ergeben. In Worten 
lautet das 

Yertanschnngsgesetz : Multiplikandus und 
Multiplikator dürfen vertauscht werden, 
ohne dass dadurch die von dem Produkte 
dargestellte Zahl sich ändert. 

Ist der Multiplikandus eine benannte Zahl, so ver- 
liert das Vertauschungsgesetz seine Gültigkeit, weil der 
Multiplikator nicht benannt sein darf. 

Wegen des Vertauschungsgesetzes ist es bei unbe- 
nannten Zahlen meist zwecklos, Multiplikator und Multi- 
plikandus zu unterscheiden. Man bezeichnet deshalb 
beide mit einem gemeinsamen Namen^ nämlich Faktor, 
und schreibt die beiden Faktoren eines Produkts in 
beliebiger E-eihenfolge. Den einen Faktor nennt man 
den Koefücienten des andern. "Dää'Pto^xslVX» \i^titi\» 
'oan ein Fielfaches von jedem E^\\i^T^^V\.öT^Ti, 
^^^d Jeden Paktor oiuen leWw dwi ^xo^xUkJ»^ 
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Aach das Yerbiudangsgesetz ISsst sich mit Hilfe 
der Yerteilungsgesetze beweisen; nämlich: 

1) 2) c) 1) 8) e) 

a.b.c=a.b + a.b + ,.. + a.b = a(b + b + ,..-|-h) 

= a . (b . c). 

Bei diesem Beweise ist yorausgesetzt, dass c eine 
natürliche Zahl im Sinne des § 4 ist. Es ist aber auch 
a.b.O = a.(b.O), weil beide null ergeben. Ebenso ist 
a.b. ( — n) = a . b . ( — n)], weil beide zu — (a , b . n) 
führen. In Worten lautet das 

Yerbindiingsgesetz (vorwärts gelesen): Mit einem 
Produkte multipliziert man, indem man mit 
dem Multiplikandus multipliziert und das 
erhaltene Produkt dann noch mitdemMulti- 
plikator multipliziert^ (rückwärts gelesen:) Ein 
Produkt wird multipliziert^ indem man den 
Multiplikator multipliziert und mit dem er- 
haltenen Produkte dann noch den Multipli- 
kandus multipliziert. 

Die vereinigte Wirkung des Yertauschungs- und 
des Yerbindungsgesetzes führt zu folgendem Ergebnis: 
abc = acb = bac = bca = cab = cba=a(bc) 
== a (c b) = b (a c) = b (c a) = c (a b) = c (b a), 
und überhaupt zu der 

Allgemeinen Terbindongsregcl: Bei einem Aus- 
druck, welcher ausserhalb und innerhalb der 
Klammern keine anderen Rechnungsarten 
als Multiplikationen enthält^ dürfen alle 
Klammern beliebig fortgelassen und gesetzt 
werden, und dürfen auch alle Paktoren in 
beliebige Reihenfolge gebracht werden, Zk, "?>,% 
2c(5b)a=2.5a,\i,ci— Y^^^i^- 

-E?ii2 Produkt, deBB^u €^\ti^t^^VV.^x ^^^^^ 
irieder ein Produkt iat^ Yj^^^^V^Vti^^ ^"^^ 



40 Rechnungsarten zweiter Stufe. 

all ein Produkt yen drei Faktoren und so 

fort. Z. B.: 

abo ist ein Produkt von drei Faktoren, 
aaaa ist ein Produkt von vier Faktoren^ 
8 (a+ b) c d (e + i) ist ein Produkt von fünf Faktoren. 
Eine Zahl oder eine Summe oder eine Differenz 

bezeichnet man auch wohl als ein Produkt von einem 

Faktor. 



Für ein Produkt von lauter gleichen Faktoren 
schreibt man zur Abkürzung den Faktor nur ein- 
mal und stellt die Zahl, welche angiebt; wie oft er ge- 
setzt ist, höher und kleiner rechts daneben. Z. B, 
schreibt man statt aaaa kürzer a* (gelesen: a hoch 
vier) und nennt dann ein derartig abgekürzt geschrie- 
benes Produkt eine Potenz^ die Zahl, welche als 
Faktor gesetzt wird, Basis, und die Zahl, welche zählt, 
wie oft die Basis als Faktor zu denken ist, Ex- 
ponent. Man nennt auch a^ die vierte Potenz von a 
und liest deshalb a^ auch „a zur vierten Potenz" oder 
kürzer „a zur vierten". 

Wie Potenzen derselben Basis zu multiplizieren sind, 
ergiebt sich unmittelbar aus ihrer Erklärung, z.B.: 
a^. a' = (aaaa) (aaa) = aaaaaaa = a^, 
b6.b7=bi2, 26. 2*= 210, 78.7 = 74. 

"Wenn also Potenzen gleicher Basis multipliziert 
werden sollen, müssen ihre Exponenten addiert werden. 
Ist die Basis einer Potenz eine Summe, eine Differenz 
oder ein Produkt, so hat man sie einzuklammern, z. B. 
(a + b)». 

So wie die abgekürzt geschriebenen Summen eine 
neue Rechnungsart, die Multiplikation, hervorriefen, so 
rufen auch die abgekürzt geschriebenen Produkte eine 
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neue B.eolinnDgsart^ die Potenziemng hervori die jedoob 
erst später all besondere Bechnungsart behandelt wer- 
den wird. 



§ 9. Diylsloii. 

L a:b.b = a (Erklärende Formel). 
II. a.b:bs=a« 

Eine Zahl a durch eln6 Zahl b dlTidieren oder, 
was dasselbe Ist, eine Zahl b in eine Zahl a diridieren, 

heisst, die Zahl finden, welche mit b multi- 
pliziert werden mussy damit a herauskommt. 
Dies spricht Formel I. ans. 15 durch 3 bedeutet also 
die Zahl, welche mit 3 multipliziert, 15 ergiebt, oder^ 
was dasselbe ist, die Zahl, welche für x gesetzt werden 
muBs, damit die Bestimmungsgleichung (vgl. § 3): 

x.3=l5 
richtig wird. Die Division entsteht also aus der Multi- 
plikation dadurch, dass man das Produkt und den einen 
Faktor als bekannt und den andern Faktor als 
unbekannt und deshalb als gesucht betrachtet 
Man nennt deshalb die Division die IJmkehrung der 
Multiplikation. Bei dieser Umkehrung erhält; 
das bekannte Produkt den Namen Dividendus, 
der bekannte Faktor den Namen Divisor, 
der gesuchte Faktor den Namen Quotient. 

Hiernach besteht die Berechnung eines Quotienten 
im Baten des "Wertes der Unbekannten einer Gleichung. 
Um z. B. 15 : 3 zu berechnen, hat man den Wert von 
X aus der Gleichung x . 3 = 15 zu raten. Dieses Baten 
wird durch den Bechenunterricht 1^\\ä ^t^^^^täs^w^ssssÄssä»^^ 
teils methodisch gestaltet. ^^^ 

Statt des aus einem T3o^^^\^t«^V.^ ^^'^''^'^'^^^xl 
Tasionszeiciiens schreibt man aa«^ wa»^ ^ ^^?>^^ 
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Strich, über den man den DiTidendos nnd nntor 
den man den Divisor stellt. Diese Schreibweise macht 
oft Klammem überflüssig, weil der Divisionsstrich über 
die Reihenfolge der Bechnungsarten keinen Zweifel 
lässt. Z. B.: 

(17 + 3):4 = ^, [e+f(g-h)]:(a-b) = «-±^-^>. 



Da ein Produkt zwei Faktoren hat, so könnte mau 
auch von zweilJmkehrungen der Multiplikation sprechen, 
je nachdem man nämlich den Multiplikandus oder den 
Multiplikator als gesucht betrachtet. In der That kann 
man diese beiden Fälle durch zwei verschieden lautende 
Fragestellungen unterscheiden. Man sucht z. B. den 
Multiplikandus, wenn man , nm 15 : 3 zu berechnen, 
fragt, welche Zahl mit 3 multipliziert werden muss, 
damit das Produkt 15 entsteht. Dagegen sucht man 
den Multiplikator, wenn man^ um 15:3 zu berechnen, 
fragt, mit welcher Zahl 3 multipliziert werden muss, 
damit das Produkt 15 entsteht. Die Arithmetik der 
unbenannten Zahlen hat es jedoch, dank dem Ver- 
tauschungsgesetz der Multiplikation (§ 8, V), nicht nötig, 
die beiden Umkehrungen der Multiplikation als ver- 
schieden aufzufassen« Wohl aber zeigt sich die Ver- 
schiedenheit, wenn der eine der beiden Faktoren eines 
Produkts benannt ist. Da dieser Faktor dann den 
Multiplikandus darstellen muss, und der andere Faktor 
als Multiplikator unbenannt sein muss^ so ergiebt sich, 
dass überhaupt die Division nur in den folgenden drei 
Fällen Sinn hat: 

1. Dividendus und DiviaoT \xx3[\ievsÄTi\i^\ ^«t ^^<(^ 
^ent wird anbenannt. 

^. BividenduB benannt, "DiViaox uxä^wqswms^N ^« 
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Quotient wird eine Zahl yon derselben Benennung wie 
der Diyidendus. In diesem Falle^ wo nach einem Mul- 
tiplikandus gesucht wird, könnte man das Dividieren 
auch Teilen (in gleiche Teile) oder Einteilen 
nennen. Z. B. 12 cm : 3 = 4 cm ; 12 Menschen ; 3 = 
4 Menschen. 

3. Diyidendus und Divisor^ beide gleichbenannt; 
der Quotient wird unbenannt. In diesem Falle, wo 
ein Multiplikator gesucht wird, könnte man das Divi- 
dieren auch Messen nennen. Z. B.: 12 cm : 4 cm =r 3; 
12 Menschen : 4 Menschen =» 3. 

Damit eine Division ausführbar sei, oder, wie man 
sagt, auf geh ei muss der Diyidendus der Wert eines 
Produktes sein, dessen einer Faktor der Divisor ist, 
oder, was dasselbe ist, es muss der Diyidendus ein 
Vielfaches des Divisors sein, oder, was wieder das- 
selbe ist, es muss der Divisor ein Teiler des Diyi- 
dendus sein. Im entgegengesetzten Falle ist die Yer« 
knüpfung der beiden Zahlen durch ein Divisionszeichen 
sinnlos. Z.. B. ist 16:5 eine Quotientenform, 
der keine der bis jetzt definierten Zahlen gleichgesetzt 
werden kann. Die Arithmetik, treu dem Prinzip der 
Ausnahmslosigkeit (vergl. Anmerkung zu § 7) lässt je- 
doch auch derartige Quotientenformen in ihrer Sprache 
zu und erweitert damit von neuem (§ 7) den Zahlbegri£P 

(§ 11). 

Die Regel 2 in § 8 über das Multiplizieren von 
positiven oder negativen Zahlen ergiebt für die Division 
die Regel: 

1. Zwei Zahlen mit Vorzeichen werdetL 
dividiert, indem man aie, «t\>^^^^V^\i^^Ti.\^s^'^^^ 

Vorzeichen, dividiert uhöl Öl«w% ^ ^^'«^^'^^>'^:^^ 
i2»cA der Gedächtni8regö\\>^ÄV\mxs^V- ^^^^^^"^ 



44 Rechnungsarten swefter Stufe. 

Yorseiolien geben bei der Diyiiioii plus, 
ungleiohe minui,** ebenso wie bei der Miütipli- 
katioB. Z. B.: 

(+16):(+8)=+2, (+16): (-8) = -2, (-16): (+8) = -2, 

(--16):(-8) = +2. 

Der Beweis wird geführt^ indem man zeigt^ dass 
nach dieser Begel Divisor mal Quotient immer den 
Diyidendus mit dem richtigen Vorzeichen ergiebt. 

Da . a stets ist^ gleichviel ob a positiv oder 
negativ ist, so muss umgekehrt durch a immer er- 
geben. Also : 

2. Null dividiert durch eine positive oder 
negative Zahl giebt immer null. 

Macht man aber bei der Gleichung . a = nicht 
a, sondern null zum Divisor, so ergiebt sich: Null 
durch Null gleich a, d. h.: 

3. Null dividiert durch Null kann jeder 
beliebigen Zahl gleichgesetzt werden. Die- 
selbe kann positiv, negativ und ausserdem auch null 
sein , weil mal auch ist. : ist daher eine 
vieldeutige Qnotlentenform« 

Es fragt sich noch, was für einer Zahl a : gleich- 
zusetzen ist, wenn a positiv oder negativ ist. Da das 
Produkt von mit keiner der bis jetzt definierten Zahlen 
eine positive oder eine negative Zahl ergiebt, so muss 
die Quotientenform a : vorläufig als sinnlos erklärt 
werden. Daher : 

4. Ein e Division führt immer zu einem 
einzigen Ergebnis, wenn der Divisor nicht 
null ist. Ist der Divisor null und der Divi- 
dendus auch null, S9 ist die Division viel- 
deutig. Ist der Divisor null und der Divi- 
dendus nicht auch null, so ist die Division 
sinnlos« 
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Man kann daher b : d nur dann gleich b : d setsen, 
wenn man weiss, dass d nicht null ist. Ist d nicht null 
und a = b; c = d, so folgt aus b : d = b : d die Glei- 
chung a:c = b:d, d. h. in Worten: 

5. Gleiches durch Gleiches dividiert, 
giebt Gleiches; wenn dieDiyisoren Ton null 
verschieden sind. 

Auf der Nichtbeachtung der Bedingung „wenn die 
Divisoren von null verschieden sind" beruhen viele 
Trugschlüsse. Z. B.: Das Doppelte von b sei a. 
Dann hat man 4b=:2a, also auch 14b — 10b=7a — 5a 
oder5a — 10b = 7a— 14boder5(a— .2b) = 7(a — 2b), 
woraus man, indem man den Faktor a — 2 b beiderseits 
fortlässt, df«n Schluss zieht, dass 5 = 7 ist. Dieser 
Schluss ist ein Trugschluss, weil man den Faktor a — 2 b 
nicht beiderseits fortlassen darf, da a — 2 b, der An- 
nahme gemäss, den Wert null hat. 



Die Formel 11. der TJeberschrift a.b:b = 8 folgt 
aus der Erklärung der Division in folgender Weise. 
a . b : b muss die Zahl bedeuten, die, mit b multipliziert, 
a . b ergiebt. Diese Bedingung erfüllt aber die Zahl 
a und zwar nur die Zahl a, wenn b von null ver- 
schieden ist. Dagegen ist a. 0:0 gleich jeder beliebigen 
Zahl, also nicht notwendig gleich a. Die beiden For- 
meln L und IL liefern zusammen die Kegel: 

6. Multiplikation und Division mit der- 
selbenZahl heben sich auf, wenn diese nicht 
Null ist. 

Bei der Division zweier Potenzen von gleicher 
Basis sind daher die Exponenten zu subtrahieren^ 
z. B.: 
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Daraus^ dass x=a:b nur eine andere Aasdrucks- 
weise für x.b = a ist, ergiebt lieh die für die Lösung 
von Gleichungen wichtige 

Transposiiionsregel sweiter Stufe: Eine Zahl, die 
auf der einen Seite einer Gleichung Faktor 
ist, kann dort fortgelassen und auf die andere 
Seite als Divisor geschrieben werden und 
umgekehrt. Z. B.: 

Aus x.4=12 folgt x=12:4; 
Aus 9.x=:27 folgt x = 27:95 
Aus X : 8 = 5 folgt x =: 5 . 8. 

Diese Beispiele zeigen zugleich, wie durch Trans- 
ponieren die Isolierung: einer unbekannten Zahl und so 
die Lösung Ton Gleichungen bewerkstelligt werden kann. 

Das Transponieren kann auch als eine Anwendung 
der beiden Sätze aufgefasst werden: „Gleiches mit 
Gleichem multipliziert^ giebt Gleiches* und 
„Gleiches durch Gleiches dividiert, giebt 
Gleiches, falls die Divisoren nicht null sind." 
Dividiert man z. B. 9 . x = 27 durch die Gleichung 
9 = 9, so erhält man^ da 9,x:9 = x ist, x = 27:9^3. 



► 



§ 10. Segeln für die zweite Siafe. 

A. Gesetze nur ffir die zweite Stufe. 

I. a . (b . c) = a • b. c (Yerb.-Gcs. d. Mult. § 8^ YI)» 

II. a • (b : c) = a • b : c, 

III. a : (b • c) = a : b : Cy 
IT. a : (b : c) = a : b • c, 
T. a : b = (a • q) : (b . q), 
YI. a : b = (a : q) : (b : q). 

B. Gesetze für die erste und zweite Stufe« 

vui ^* -f ») . n« = a™ + bitt \ ^ 

rlU. (a — b).m = &m — bm j v'» ts ■> n 
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nc. (a -f b) : m = a : m -f b : m» 
X. (a — b) : m = a : m — b : m« 



Die Formeln I. bis YI. entsprechen genau den 
Formeln I. bis "VT. des § 6, indem nur die Multipli- 
kation an die Stelle der Addition, die Division an die 
Stelle der Subtraktion tritt. Ebenso müssen also auch 
die Beweise und die TJebersetzungen in Worte ent- 
sprechend sein. Formel V. spricht aus, dass ein Quo- 
tient seinen Wert nicht ändert, wenn man ihn er- 
weitert, d. h. Dividendus und Divisor mit derselben 
Zahl multipliziert. Formel YI. spricht aus, dass ein 
Quotient seinen Wert nicht ändert, wenn man ihn hebt, 
d. h. Dividendus und Divisor durch dieselbe Zahl 
dividiert. 

Auch die vier in § 6 abgeleiteten Regeln haben 
hier ihre genauen Analoga. Namentlich beachte man: 

Ein Ausdruck, der keine Klammern mehr 
enthält und in dem keine andern Rechnungs- 
arten vorkommen als Multiplikation und 
Division, wird berechnet, indem das Pro- 
dukt aller Faktoren durch das Produkt aller 
Divisoren dividiert wird. Z. B.: 

i. ^ « « ^ I. «^ 5.9.8.5 2.2.2.3.3.5.5 ^ ^ , 
5.9:3.8:6.5:25=3-^5- = -2:^;3-g-^=2.2 = 4. 

Von den Formeln VII. bis X. sind Vn. und VIII. 
schon in § 8 bewiesen. Auf VII. beruht der Beweis 
von IX. und auf VIII. der von X. Um (a + b) : m = 
a - m 4. b : m zu beweisen, hat man nämlich, da die linke 
Seite ein Quotient ist, der, mit m multipliziert, a-f b giebt, 
2u prüfen, ob die rechte es auch thut. Dies ist der 
Fall, da(a:m-{-b:m).m=a:m.m-j-b:m.m=a-f b ist. 
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Analog ist der Beweis yon X« In Worten lautet die 
Formel IX: 

IX. (vorwärts gelesen): Eine Summe wird 
dividiert, indem man jeden Summanden di- 
vidiert und die erhaltenen Quotienten ad- 
diert 

IX. (räckwärts gelesen): Zwei Quotienten von 
gleichem Divisor werden addiert, indem 
man ihre Dividenden addiert und die erhal- 
tene Summe durch den gleichen Divisor di- 
vidiert. 

Ganz analog lautet die XJebersetzung von Formel X« 

Diese beiden Formeln geben, rückwärts gelesen, 
Hegeln, wie Quotienten von gleichem Divisor addiert 
oder subtrahiert werden. Sind die Divisoren noch nicht 
gleich, so kann man durch Erweitern Quotienten mit 
gleichen Divisoren erzielen, und dann addieren oder 
subtrahieren, nämlich: 

a c adbc__ ad-|-bc 

b + d-bd'*"bd""~bd ' 

a c ad bc ad— bc 

b~d ""bd^bd^^lTd ' 
Die Formel IX. kommt auch bei dem Verfahren 
in Anwendung, das man anwendet, um eine mehrziffrige 
Zahl zu dividieren, weil eine mehrziffrige Zahl eine 
Summe von Vielfachen der Zahlen 1, 10, 103, 1000 
u. s. w. ist. Z. B. : 

7542 _ 75 . 100 + 42 __ (8 . 9 + 3) . 100 + 42 

= 8. 100 + 3 . 10+ 8 = ^^^, 
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oder kürzer: 




oder Doch kürzer: 


7542:9 = 


= 800 + 30+8 


7542 : 9 = 838. 


7200 




72 


342 




34 


270 




27 


72 




72 


72 




72 



Dasselbe Verfahren wendet man auch an, nm eine 
Summe, die aus positiven oder negativen, Buchstaben 
enthaltenden Produkten besteht, zu dividieren, wie fol- 
gende Beispiele zeigen: 

l.)24m2+6mn— 4m-3n2 — 2n):(2m+n)=12m— 8ii — 2 
24m2+12mn (subt.) 



'— 


6 


mn 


— 4 


m 


— 3 


n2 


2n 


— 


6 


mn 






— 3 


n2 


(subt.) 








— 4 


m 






— 2n 








— 4 


m 






— 2n 



2. (15x*— 7x'+ 15x' - 7x+4) : (3x'— 2x+l)=5x« + x + 4 
15x«-10x»+5x« 



+ 3: 
+ 3. 


s3+iOx2 — 7x + 4 

X3— 2x2 + X 




+ 12x2- 
+ 12x2- 


-8x + 4 
-8x + 4 



§ IL Gebrochene Zalilen« 



a 
Erweilerung des Zahlbegriffs: I. -|r . b= a, auch 

wenn b kein Teiler von a ist. 
a a: m 

BTii' IS "~ b : m* 

a_b^ ^— \^ 



TT «'_*•'* 
"' b" 

,11.1 + ^=^+1 
P P P 



Sobnbert, Arithmetik und Aleebrk, 
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^* b*d""b.d» b • d""b • c"~b.c* 

T, -r- = m H r — 9 wo a — m b < b Ist. 

b b 



Da bei der Erklärung der Division aus der Mul. 
tiplikation das Produkt zum Dividendus wird^ also Viel- 
faches des Divisors sein muss; so hat -r, wenn a kein 
Vielfaches von b ist, zwar die Form eines Quotienten, 
aber dennoch gar keinen Sinn^ weil -r dann weder ein 

Ergebnis des Zählens noch eine der in § 7 eingeführt 
ten Zahlen ist. Dem Prinzip der Ausnahmslosigkeit 

I a 

(vgl. Anm. in § 7) getreu, verstehen wir unter -r etwas, 

was, mit b multipliziert, a giebt. Dann dürfen wir 
mit ,der Quotientenform -r so rechnen, wie mit gewöhn- 
lichen Quotienten. Mit 15:7 verspricht man also z. B., 
dass man für (15: 7). 7 genau 15 setzen will. Wenn 
Dividendus und Divisor einer solchen Quotientenform 
einen gemeinsamen Teiler haben, so kann man nach 
Formel VI in § 10 durch diesen Teiler heben, z. B.: 

18__3 60^4 12 _1 

12^2' 75 "5' 108 ""9* 
Indem man die eben besprochenen Quotientenformen 
auch Zahlen nennt^ erweitert man den Zahlbegriff. Man 
nennt die neu' definierten Zahlen gebrochene Zahlen 
oder Brüche im Gegensatz zu den in § 4 und § 7 
definierten Zahlen, die ganze genannt werden. Die 
ganzen Zahlen können durch Erweitem auch die Form 
der Bräche erhalten, z. B.: 

4 S 12 Vq _ 
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Deshalb müssen alle für Brüche geltenden Rechen- 
regeln auch für ganze Zahlen gelten ; wenn dieselben 
in Bruchform gedacht sind. Beim Schreiben der ge- 
brochenen Zahlen wendet man als Divisionszeichen meist 
den wagerechten Strich und nicht den Doppelpunkt an. 
Statt Dividendus sagt man auch „Zähler**, statt Di- 
visor „Nenner". Statt a durch b sagt man auch 
a-b-tel (tel entstanden aus Teil), z. B. fünf achtel. 
Einen Bruch umkehren heisst, einen neuen Bruch bilden, 
dessen Zähler der Nenner des ursprünglichen Bruchs 
ist, und umgekehrt. Der Bruch, welcher durch Um- 
kehrung eines andern entsteht, heisst sein reziproker 

4 3.1 

Wert. So sind ir und -r, sowie -=- und 5 einander re- 

ziprok« 



Da alle für Quotienten aufgestellten Hechengesetze 
auch für Brüche gelten müssen, so ist eine Zusammen- 
stellung der Gesetze, nach denen mit Brüchen zu rech- 
nen ist, überflüssig. Aus praktischen Gründen stellen 
wir jedoch nochmal die Begeln zusammen^ nach denen 
Brüche addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert 
werden. 

1. ZweiBrüche werden addiert odersub- 
trahiert, indem man sie durch Erweitern 
auf gleichen Nenner bringt, dann von den 
so erhaltenen Brüchen die Zähler addiert 
oder subtrahiert, und schliesslich einen 
Bruch bildet, dessen Zähler die erhaltene 
Summe oder Differenz ist, \iiid.^^^'&^^^^^^'^^ 
äer gemdinaame NennöT Ölöx ^xn« ^v*^^'^*^^^^ 
Bräche ist Zu B.: 
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3"*" 9"" 9 "^9"" 9' 6 9""18 18""18' 

11^1 ll""ll 11""11* 
J.23__6^^^__23 

2"^ 3"^4""l2"*"l2"*'l2~12' 

Der bei der Addition oder Subtraktion zu bestim- 
mende gemeinsame Nenner heisst Generalnenner. 
Bei der Addition von Brüchen mit den Nennern 3, 6, 8 
ist z. B. 24 der Generalnenner, weil 24 die kleinste 
Zahl ist^ die Vielfaches von jeder der drei Zahlen 3^ 
6, 8 ist. 

2. Zwei Brüche werden multipliziert, in- 
dem man einen Bruch bildet, dessen Zähler 
das Produkt ihrer Zähler und dessen Nenner 
das Produkt ihrer Nenne^r ist. Z. B.: 

3 5^15 4 4 6_24 4 27_4.27_ 4.3.9 _ 3 

4'7""28' 7 7*1~ 7 ' 9*8"" 9.8 ""9.2.4"" 2* 

3. Ein Bruch wird durch einen andern Bruch 
dividiert, indem man den alsDivisor genom- 
menen Bruch umgekehrt, und mit dem so ent- 
standenen neuen Bruch den als Dividendus 
genommenen Bruch multipliziert. Z. B.: 

4* 97 4 5"" 20' 4'^"" 4' 7~28' *'' 3^ '2"" 2* 



Die Vereinigung der in § 7 gewonnenen Erweite- 
rung des Zahlbegriffs mit der hier gewonnenen, führt 
durch Wiederholung der Betrachtungen des § 7 für 
gebrochene Zahlen, zum Begriff der positiven oder 
negativen gebrochenen Za\i\. T>aÄ "ÄÄ^asiStL xoxV 
Molchen ZaUlen zeigeA folgende BeiÄ^v^V^'. 
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(-|)+(-|=-(l+l)=-M-n)+(+ä) 

\n 11/ 11' 
f_I\ f_5\-_Jt4.5_,i_.i. 

\ 8/ \ 8/" 8^8 ^8~^2' 
/ , 5\ /_ 3\ _ _ 5J _ _ 15. /_ 1\ 
V 7/ ' l 4J ~ 7.4 28' \ 8) 



(-1) 



"■^8.9""^ 36' 



(-|)^(+D=-rrD=-.^'(-Ä)-(-i) 

__ 1 . 24 _ 2 , 
— '^12. 25"""'" 25' 

0.(+|) = 0;0:(-i) = 0. 

Jede der bisher definierten Zahlen ist also: 
entweder positiv-ganz oder null oder negativ-gans 
oder positiv-gebrochen oder negativ-gebrochen. 

Unterwirft man solche Zahlen den Rechnungsarten 
erster und zweiter Stufe, oder, wie es beim Rechnen 
heisst, den vierSpezies, so muss immer wieder eine 
ebensolche Zahl erscheinen, ausgenommen nur, wenn 
eipe D^'vision durch null vorkommt, z. B. : 

7 53 7 



4'-(-i)]-8=(-«)= 



« + I 



8 



6 8 



_371 

■^ 48 ' ^' 



6) = ^' 



371 

288' 



Uw die i^naloga ("Igt in ^ % \i«>«\^^^\^K^ ^^-t- 
gleich uDgaachlüase für die Dwibioti tax ^\Awi. ^^^^ ^^' 
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zugleich auch auf den Fall auszudehnen, dass die Di- 
visionen zu gebrochenen Zahlen führen, nennen wir 
allgemein a grösser als b, wenn a — b eine positive 
ganze oder gebrochene Zahl^ und a kleiner als b, 
wenn a — b eine negative ganze oder gebrochene Zabl 
ist. Ferner setzen wir voraus, dass a; b, c, d positiv 

sind. Liegt dann erstens < a fA' >i^^^> ^ setzen 

wir a = b + p, wo nun p positiv sein muss, und erhalten 



c ""d'^d* 



d. h. — > — . 
c 



b fa = b 1 

d- ^^^^ ^^^^^«^^o d (div.)/ 



vor, so setzen wir c = d + q, wo nun q positiv sein muss, 

uud erhalten zuuächt — = -v-; — . Für 

c d + q 



aber schreiben -^ — 



d + q 
b q * __b 

d dCdTqJ' c^d" 



kann man 



bq 



d(d + q)' 

d. h. — <-j. Dasselbe erhält man, wenn l j ,i. xJ 
cd ' ^c > d (div.)j 

vorliegt. Wir erhalten daher die drei Yergleichungs- 

Schlüsse: 

a = b 

od (div.) 



a> b 

c = d (div.) 



a b 

7>d 



a b 
7<d 



a <b 

c > d (div.) 



a b 
c<d 



und die 3 Schlüsse, welche hieraus durch E,ückwärts- 
lesen entstehen. In Worten : 

Man gelangt zu G-rösserem, wenn man 

erstens Grösseres durch Gleiches, zweitens 

Gleiches durch Kleineres^ drittens Grösseres 

durch Kleineres dividiert. Man gelangt zu 

ICJeinerem, wenn man eratena Kleineres 

durch Oleiohes^ zweitens G\e\^\i^^ Ölxlt^V 

Grösseres, drittena Kleineres dux<i\iO^^*^'»"*^^^^ 
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dividiert. Dabei ist vorausgesetzt, dass 
die vier in Betracht kommenden Zahlen po- 
sitiv sind. 

Dividiert man; mit Beachtung der eben bewiesenen 
Regel, a>b, a=:b, a<b durch b = b^ so sieht man, 

dass der Bruch -r- grösser^ gleich oder kleiner als 1 ist, 

je nachdem der Zähler a grösser als der Nenner b oder 
gleich dem Nenner b oder kleiner als der Nenner b 
ist. Wenn Brüche, die im Zähler und Nenner positive 
Zahlen haben^ kleiner als 1 sind; so heissen sie echt, 

5 5 

sind sie grösser als l^uneeht. Z. B. -= ist echt, ^ un- 

a 
echt. Wenn t ein unechter Bruch ist^ so kann man für 

a ^~~ b a 

ihn setzen 1 -| r — , weil diese Summe gleich 1 +-t- — 1 

= -T- ist. Dann ist jedenfalls a — b positiv. Ist nun 

a b 

auch — r — unecht, so kann man dieses Verfahren wieder- 

n n 2b 

holen und gelangt zu^- = 2H r — • Setzt man dieses 

Verfahren so lange fort, bis der rechts entstehende 
Bruch echt wird, so erhält man 
a . a — mb 

b 
lieber Schrift.) 

Hiernach ist also jeder positive unechte Bruch ent- 
weder gleich einer positiven ganzen Zahl oder gleich der 
Summe einer positiven ganzen ZiaVkV wxÄ. «v^rä ^^'«»l»^^^ 

7 ^ ^^ ^^ x^ 

echten Bruches. Z. B. -= 1-V^, -^ = Y^^-t:"^^'^^ ^ ^' 

4 . ^ o ^ 



~ = m-l r — » wo a — mb<bi8t. (Formel V der 
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Die Summe einer positiven ganzen ZaU und eines po^/i 
tiven echten Bruches nennt man „gemischteZah/^, 
Jeder unechte Bruch lässt sich also in eine gemischte 
Zahl verwandeln, und liegt deshalb, seinem Werte nach, 
zwischen zwei ganzen Zahlen. Bei gemischten 
Zahlen pflegt man das Pluszeichen fortzulassen, z. B, 

2 2 

18 ^ = 18 + ^. Negative Brüche kann man auch immer 

in Summen von negativen Zahlen und positiven oder 
negativen echten Brüchen verwandeln, z. B.: 

9 1 9 ^^9* 

Ueberhaupt lässt sich also jeder Bruch, 
mag er positiv oder negativ sein, als Summe 
einer ganzen Zahl und eines positiven ech- 
ten Bruches darstellen. Z. B.: 
19_. , 3 3_^ 3 3_ 2 19_ ^,5 

4"*"^4'5"'^"^5'~5 l"^5'"l2-"^ + 12- 

Fasst man die Yerwandelung eines unechten Bruches 

a r 

-y- in eine gemischte Zahl m -|- y als ein Divisions- 

Exempel auf, so nennt man m die Ganzen, r den 
Rest. Der Best ist immer kleiner als der Divisor. 

Der Yerwandelung eines unechten Bruches in eine 
gemischte Zahl ist analog die YerwandeiuDg des Quo« 
tienten zweier algebraischer Summen in die Summe 
einer algebraischen Summe und eines Quotienten, der 
den Re:3t zum Dividendus hat, wie folgende Beispiele 



zeigea: 



1. (x*+i):(x«+i)=x«-i + jq:^. 

X^ + JL^ 

+2 (Best). 
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2. (x»-5x«+2x-3):(x«-3)=x-5+^4^^. 

x8 — 3x 

— 5xa + 5x — 3 

— 5x2 + 15 

+ 5x — 18(Eest). 



Die Quotientenform — ^ wo x null und a positiv ist, 

war als sinnlos erkannt. Dieselbe erhält dadurch Sinn, 
dass man x als veränderlich betrachtet und immer kleiner 
werden lässt. Wird x kleiner als ein Milliontel^ so 

wird — mehr als miilionenmal a, ist x kleiner als ein 

X ' 

Trillion tel. so wird — mehr als trillionenmal a, u. s. w. 

Es ist also möglich, — grösser zu machen, als 

jede noch so grosse Zahl, wenn man nur x 
hinreichend klein annimmt. Diese Wahrheit 
drückt die Arithmetik kurz so aus: 

■jY = <» (gelesen : unendlich gross). 

Ebenso erkennt man, dass — kleiner gemacht wer- 
den kann als jede noch so kleine Zahl; wenn man nur 
x hinreichend gross annimmt, eine Wahrheit, die die 
Arithmetik kurz so ausdrückt: 

— = 0« 

CO 

Hiernach können auch ioVft^n^^^^^^^^ ^^ xv^i^iö^% 
erkannt werden: 
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00 -f- a:= OD, 00 — ft — 00) Ä— 00^ — 00^ — ^00« 

Ebenso wie -pr- sind vieldeutig die Formen: 
--, 00 • und 00 — 00. 

00 



lY. Abschnitt 



Anwendungen der Rechnungsarten erster 

und zweiter Stnfe. 



§ 12. Entwickeln nnd Vereinfachen. 

I. (a + b)2 = a«+2ab + b«, 
IL (a — b)2 = a2 — 2 a »I + b«, 

III. (a + b)» = a8 + 8a2b + 8ab« + b5, 

IV. (a - b)8 = a« — 8 a« b + 3 a b8 — b«, 

V. a« — b« = (a — b) (a+ b), 

VI. a« — b» = (a - b) (a« + a b 4- b*), 
Vn. a» + b«= (a + bj(a2 — ab + b«). 



Von der Bichtigkeit der obigen Formeln Überzeugt 
man sich durch Auflösen der Klammern nach den in 
§ 10 gegebenen Begeln. Die Anwendung dieser Formeln 
zeigen folgende Beispiele: 

1. (x+l)2 = x2 + 2 S.1 + 12 = X« + 2X + 1, 

2. (3 a - 2)2 = (3 a)2 - 2 (3 a) . 2 + 22 = 9 a2 — 12 a+ 4, 

3. (2x + y)3 = (2x)3 + 3(2x)2y + 3(2x)y« + y» = 

8x8+12x2y + 6xy2-j-y3, 

4. (3p— 1)8 = (3p)8-.'3(3p)2. 1 + 3(3 p). 12 — 1» = 

27p8— 27p2 + 9p — 1, 
ö. 4x'— 97« = (2x)2-^ay^* = (5ix-^tK^x+3y), 
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6. 8a8-l = (2a)»-l8=(2a~l)(4a«+2a + l), 
7.p»+i = ps + (i)=(p + i)(p«-ip + i). 

Aus den Formeln V. bis VII. gehen durch Trans- 
ponieren die folgenden bei Divisionen brauchbaren For- 
meln hervor: 

a2 — b2 a« — ba _ 

r— =a + b, r-r-- = a — D| 

a — b ' a + b ' 

o 3 VjS o8 -L K3 

T-- = a«+ab + b2, — ^ = a« — ab + b». 

a — b ' a + b 

Beispiele: 

• + 5 



Eine Summe mit positiven oder negativen Gliedern 
Iieisst entwickelt, wenn dieselbe möglichst wenig 
Glieder hat, wenn jedes ihrer Glieder ein Produkt von 
einem oder mehreren Faktoren ist, wenn femer jeder 
dieser Faktoren entweder eine positive ganze Zahl oder 
ein einfacher Buchstabe ist, und wenn schliesslich die 
in einem Gliede etwa auftretenden gleichen Faktoren 
durch eine Potenz zusammengefasst sind. Entwickelt 
sind z. B. die folgenden algebraischen Summen: 
4ab — c + 7de + 15, 3a*— 16bcd+9, 
X* — x3 — xa+x+1, x8— 12x2y + y3. 

Jeder Ausdruck, der keine unausführbaren Divi- 
sionen enthält, lässt sich durch Auflösen der Klammern 
11. s. w. entwickeln, d. h. in eine entwickelte Summe ver- 
wandeln. Zk, B,: 
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4(a + b)c— 4(a+c)(b — d) = 4ac — 4ab + 4aJ+4cd, 
[(e+f)2 — 9ef:3](e+f) = (6« — ef+f2)(e+f) = e8 + f3. 
Jeder Ausdruck, in welchem nur die vier Rech« 
nungsarten erster und zweiter Stufe auftreten^ lässt sich 
auf die Hauptform bringen, d. h. in einen Quo- 
tienten verwandeln, dessen Dividendus und 
dessen Divisor entwickelte Summ&n sind. In 
besonderen Fällen kann auch eine solche Summe sich 
auf ein einziges Glied reduzieren, und dieses kann mög« 
licherweise ein blosser Buchstabe oder eine blosse Zahl 
sein. Auch kann der Divisor 1 sein und deshalb die 
Hauptform eine entwickelte algebraische Summe sein« 
Um einen Ausdruck auf die Hauptform zu bringen, hat 
man ausser dem Lösen von Klammern namentlich noch 
zweierlei zu thun. Erstens hat man immer nach § 10 
und § 11 eine Summe von positiven oder negativen 
Quotienten in einen einzigen Quotienten zu verwandeln« 
Zweitens hat man immer aus einem Quotienten, dessen 
DividenduB und Divisor selbst noch Quotienten enthält, 
diese letztern fortzuschaffen. Dies geschieht dadurch, 
dass man Dividendus und Divisor mit einem passend 
gewählten Faktor multipliziert. Durch Bringen auf 
die Hauptform verwandelt sich z. B.: 

3^ a 2 . 9ag — Sab 

^' le" 4(3a+b) ^^ 48a+16b' 

5a + 2b+l 3a24-ab — 1 5 + 3a . _b_ 
^' 5 3a 15a ^"^ 15' 

1 1 



p-^q p+q (pt«a^^^^l:^^:^^•v.^. 



PrbporÜoneiL Gl 

§ IS. Proportionen. 

Ans a:b = c:d folgt: 

I. ad = bc oder d = bc:a9 es=ad:b, b = ad:c9 

a =bc:d; 

II. a:c=b:d, b:a=d:c, b:d=a:e9 c:a=d:b ete.; 
III« (ma):(mb) = c:d9 (ma):b = (mc):d etc.; 
lY. (a + b):(c + d) = a:c, (a4-b):(o + d) = b:d, 

(a + c):(b + d) = a:b etc.; 

V. (a — b) : (c — d) = a : c, (a— b) : (c — d) = b : d, 

(a — c):(b — d) = a:b etc.; 

VI. (a+b):(a-b) = (c+d):(c — d), (a+c):(a — c) 

= (b + d):(b-d); 
TU. (ma-f-ab):(pa-|-4b) = (mc-}-nd):(pc-f 4d). 



In gewissen Anwendungen pflegt man den Quo- 
tienten zweier Zahlen auch ihr Verhältnis und die 
Gleichsetzung zweier Verhältnisse eine Proportion 
zu nennen. Die allgemeine Form einer Proportion 
ist also: 

a : b = c : d oder i: = rr> 

gelesen : „a (verhält sich) zu b wie (sich) c zu d (verhält)." 
Hier heissen a und b Vorderglieder, c und d 
Hinterglieder, a und c sowie b und d homologe 
Glieder; a und d äussere Glieder, b und c innere 
Glieder. Das vierte Glied d nennt man die vierte 
Proportionale zu den drei andern. So ist in 4:7 
= 12 : 21 die Zahl 21 die vierte Proportionale zu 4, 
7, 12. Durch Multiplikation von a : b = o : d mit b d 
ergiebt sich: 

a . d = b . c, 
d. h. in "Worten: Bei einer Pto'^c^t^»^.^^ S^^*^ ^^^ 
Produkt der äuaaoröTi ÖW^^^ii ^^\Oö. ^^;^ 
Produkte der innexau QfW^^'^x* ^^^j^'^^^ 
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folgt ans a . d = b . C; indem man durch b . d dividiert, 
die Proportion a : b r= c : d, d. h. in Worten : Aus der 
Gleichheit zweier Produkte entsteht eine 
richtige Proportion; wenn man die Faktoren 
des einen Produkts zu innern, die des an- 
dern zu äusseren Gliedern macht. Es ergiebt 
z. B. 4 . 16 = 2 . 32 die Proportion : 4 : 2 = 32 : 16. Durch 
Anwendung der Transpositionsregel zweiter Stufe (vgl. 
§ 9) kann man immer jedes Glied einer Proportion aus 
den drei andern finden. £s folgt z. B. aus: 

6:8 = 15:x, x = -^ = 20; 

Aus der Gleichheit zweier Produkte können acht 
Proportionen erschlossen werden. Daher liefert jede 
Proportion durch Umstellung der Glieder sieben neue 
Proportionen. Z. B.: 

4:2 = 32:16 liefert 4:32 = 2:16, 2:4 = 16:32, 
2:16 = 4:32, 32:16 = 4:2, 32:4 = 10:2, 16:32 = 2:4 
16:2=32:4. 

Bei einer Proportion dürfen auch zwei Vorderglieder 

oder zwei Hinterglieder oder zwei homologe Glieder 

mit derselben Zahl multipliziert oder dividiert werden. 

Denn aus a .d = b . c folgt (m a) . d = (m b) . c oder a . (m d) 

a b 

= b . (m c) oder (m a) . d = b . (m c) und — . d = — . c oder 

a . — == b . — oder — . d = b . — , woraus neue Proportio- 
m m m m 

nen hervorgehen, bei denen die Yorderglieder, die Hinter- 
glieder oder homologe Glieder mit m multipliziert oder 
dividiert erscheinen, 

JDie beiden VordergUeder oder die beiden Hinter- 
glieder därten auch gleic\\\)eTiÄiiiiV^ 7i^iXAfe\i. ^««^^ 
ia ea kann auch die Beneunun^ ^«t \i«w^«ii ^ ^x^«t- 
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glieder ron der der beiden Hinterglieder verschieden 
sein, weil der Quotient gleichbenannter Zahlen oi^be- 
nannt ist. Z. B.: 

27hl:24hl = 45^:40u^. 



Wenn a : b = o : d eine richtige Proportion ist, so 

ab 
muss — = -j-sein. Bezeichnet man jeden dieser beiden 
cd 

gleichen Brüche mit ^, so erhält man: 

> a=^C, br=:(>d. 

Multipliziert man die erste dieser beiden Gleichungen 
mit m, die zweite mit n, und addiert dann, so erhält 
man: 

m a + n b =? ^ (m c + n d). 

Nimmt man statt m und n aber p und q, so er- 
hält man in derselben Weise: 

^ pa + qb = (>(pc + qd). 

Durch Division der beiden Gleichungen entsteht 
die Proportion VII: 

(m a + n b) : (p a + q b) = (m c -f- n d) : (p c -|- q d), 
wo m, n, p; q beliebige Zahlen sind. Dadurch, dass 
man diese vier Zahlen teils gleich -j- 1, teils gleich — 1, 
teils gleich setzt, entstehen die mit IV, V, VI be- 
zeichneten Proportionen, z. B. die erste unter VI, 
wenn man m = n = l, p = l, q = — 1 setzt. 



Eine Proportion heisst stetig, wenn ihre mittleren 
Glieder gleich sind, z.B.: 4:6 = 6: 9. Das letzte Glied, 
hier 9; heisst dann die dritte Proportionale der 
beiden andern Glieder, und das mittlere GliiiÄ^ ^ä^sst ^^ 
die mittlere Proper t\o"a«^\ö o\«t A^öä ^i^^^^«^*«^' 
trißobe ATittel der Wideu ^u^^nsu 
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Früher nannte man die Gleichheit zweier Differen- 
zen eine arithmetische Proportion, z. B. 4 — 7 = 8 — 11. 
Sind bei einer solchen arithmetischen Proportion die 
mittleren Glieder beide gleich, so ist jedes von ihnen 
gleich der halben Summe der beiden andern Glieder. 
Darum nennt man noch heut die halbe Summe zweier 
Zahlen ihr arithmetisches Mittel. Zu a und b 

a + b 
heisst also das arithmetische Mittel — ^ — , das geome-i 

trische Mittel zu a und b ist dagegen die Zahl, die 

mit sich selbst multipliziert, a.b ergiebt. Ein drittes 

Mittel zu a und b ist das harmonische, das gleich 

2ab 
-r-r ist. Nennt man dasselbe h, so ergiebt sich: 



a 



h 2\a bj' 



d. h.: Das arithmetische Mittel der reziproken "Werte von 
a und b ist der reziproke Wert des harmonischen Mittels 
zu a und b. Zwischen dem arithmetischen Mittel m, 
dem geometrischen Mittel g und dem harmonischen 
Mittel h derselben beiden Zahlen besteht die Beziehung: 

m:g = g:h, 
a + b 2ab 
denn m.h = — ^ Tli~*'^ ^^^ g'S = ^-^^ 



"Wenn a:a' = b:b' = c:c' ist, so schreibt man dafür 
kürzer : 

a : b : c = a' : b' : c' 
und nennt das eine laufende Proportion. Ebenso ist : 

a : b : c : d = a' : b' : c' : d' 
eJne laufende Proportion, welche ausspricht, dass so- 
wolij a:a^=:b:b^, als auch a: a* =f. c.* «\ä «aOö. ^\^ 
= d:d^, woraus dann audh et-WÄ "b'.V =i^'.^* «v^^^-q 
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selbst ergiebt. Viele Eigenscbaften der gewöhnlichen Pro- 
portionen lassen sich auf laufende Proportionen über- 
tragen. So kann z. B. aus a : b : o = a' : b' : c' geschlossen 
werden: 

pa:qb:rc = pa':qb':ro' 
oder: (a4-b-f-c):(a' + b' f c') = a:a'=:b:b' = c:c', eine 
Beziehung, die in der Oesellschafts- und Teilungs- 
rechnung Anwendung findet, 

Proportionen zusammensetzen heisst, eine neue 
Proportion bilden, deren Glieder die Produkte der ent- 
sprechenden Glieder der ursprünglichen Proportionen 
sind; z. B.: 

j^fa:b=:c:d n f3:5 = 9 :t 

' V;V=c^d" ' \4 : 6 = 8 : y 

(aaO:(bbO=:(ccO:(ddO 12:30=72 :(xy) 
g fa : b = 8 : 9 Ta : b = 2 : 3 

' Ib : c = 9 ; 10 4. |b:c=4:5 

a : c = 8 : 10 [c : d = 14 : 5 



a:d = 112:75. 



Zwei Dinge heissen direkt proportional, wenn 
eine Vervielfachung des einen eine Vervielfachung des 
andern mit demselben Faktor herbeiführt. So sind direkt 
proportional: Weg und Zeit bei gleicher Geschwindig- 
keit, Prozentzahl und Zinsen bei gleichem Kapital, Vor- 
rat und Verbrauchszeit bei gleicher Konsumentenzahl. 
Zwei Dinge heissen umgekehrt proportional, 
wenn eine Vervielfachung des einen eine Teilung des 
andern herbeiführt, so dass der Multiplikator und der 
Divisor gleich werden. So sind indirekt proportional: 
Geschwindigkeit und Zeit bei gleichem Wege, Konsu- 
mentenzahl und Verbrauchszeit b^i ^V^vOcä^sl '^^^x'ök»^ 
Gewicht und Hubhöhe bei gleicViöm JLt\>«\^ÄQ^^5^ 



Sebubert, Arithmetik und AlgebxttK 
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§ 14. Eigenschaften der natflrlichen Zahlen, 

Zahlsj'steme. 

Unter „Zahl** soll hier immer eine natürliche Zahl, 
ein Ergebnis des Zählens (§ 4) verstanden werden. Sind 
a, b und a:b ganze Zahlen, so heisst b Teiler von 
a und a Vielfaches von b. Zahlen, die 2 zum Teiler 
haben, heissen gerade, die 2 nicht zum Teiler haben, 
ungerade. Jede Zahl, die nur 1 und sich selbst zu 
Teilern hat, heisst Primzahl, z. B. 7, 19, 31. Jede 
Zahl, die noch ausserdem Teiler hat, heisst zusammen« 
gesetzt, z.B. 18, 35, 91. Dividiert man fortgesetzt 
durch solche Teiler, so werden die Quotienten immer 
kleiner, bis schliesslich eine Primzahl erscheinen muss. 
Deshalb ist jede zusammengetzte Zahl als Produkt von 
Primzahlen darstellbar. Wenn man diese Primzahlen 
nach ihrer Grösse ordnet und die gleichen Prim- 
faktoren durch einen Exponenten zusammenfasst, so 
heisst die Zahl «in ihre Primfaktoren zerlegt*'. 
Z. B.: 

48 = 2*.3,72 = 2».32,98 = 2.7«,1820=:2«.5.7.13, 
1896 = 28.3.79. 

Denkt man sich alle Zahlen in ihrer natürlichen 
Reihenfolge geschrieben und dann nacheinander die 
durch 2, durch 3, durch 5 u. s. w. teilbaren Zahlen 
fortgestrichen, so behält man nur die Primzahlen übrig 
(Sieb des Eratosthenes). 

Oeht man in der Zahlenreihe vorwärts, so stösst 

man, wenn auch allmählich seltener, immer wieder auf 

Primzahlen, so dass keine Primzahl denkbar ist^ 

zu welcher nicht eine noch grössere gefunden 

iverden kann. Denn wäre etwa a die grösste aller 

J^rlm zahlen, bo müsste das Produkt ^ .^ .^ «l A\ ^ 

^IJer möglichen Primzahlen durdi jedö eT3Ä\.w«\i^^^T\\a^ 



Eigenscliafteii der natürlielien Zahlen, Zablaysteme. 67 

zahl teilbar sein. Es musste also die auf dieses Pro- 
dukt folgende Zahl bei der Division durch jede exi- 
stierende Primzahl den Kest 1 übrig lassen, also selbst 
Primzahl sein, was der Annahme, a sei die grösste aller 
Primzahlen, widerspricht 

Die Zerlegung einer Zahl fuhrt auch zn ihren 
sämtlichen Teilern, wie folgende Beispiele zeigen: 

1. 6C0 = 2».3.5«, daher sind Teiler: 1, 2, 2«, 2», 3 . 1, 
3. 2, 3. 22, 3. 2«, 5. 1,5. 2, 5. 2«, 5. 2«, 5. 3. 1,5. 3. 2, 
5.3.22, 5.3.2», 5«.l, 5«.2, 58.22, 52.2», 52.3.1, 
52.3.2,52.3.22,52.3.2»; 

2. 648 = 2». 3*, daher sind Teiler: 1, 2, 22, 2«, 3 . 1, 
3.2, 3.22, 3.2», 3a. 1^ 32.2, 32.22, 32.2», 3». 1,3». 2 
33. 22, 3». 2», 3*. 1, 3*. 2, 3*. 22, 3*. 2». 

Hiermit hängt die Aufgabe zusammen, die Summe 
aller Teiler einer Zahl zu finden, wo 1 und die Zahl 
selbst als Teiler mitgerechnet sind. Die Lösung dieser 
Aufgabe ist aus folgenden Beispielen ersichtlich: 

Da 600 = 2». 3. 52 ist, so ist die Teilersumme:* 
(1 + 2 + 22 + 2») (1 + 3) (1 + 5 + 52) = 15.4.31 
= 1860; 
Da 648 = 2» . 3^ ist, so ist die Teilersumme: 
(1 + 2 + 22 + 2») (1 + 3 + 32 + 3»+ 3*) = 15. 121 
= 1815. 
Eine Zahl heisst vollkommen, wenn ihre Teiler- 
summe doppelt so gross ist^ wie sie selbst. Vollkommene 
Zahlen sind 6, 28, 496 und überhaupt alle Zahlen yon 
der Form 2?-^ . (2P — 1), wo 2P — 1 Primzahl ist. 



Wenn die Zahl a, durch t geteilt, den Quotienten 
q und den Best p ergiebt, so ist (§ 11) a =^ t « o^A^ ^^ 
wo r < t ist. Man nennt dann a Vn ^«t'^ ^T\si. V.»^-V^ 
dargestellt. Alle geraden ZaYAön YluX^ot. ^.^&.^^^^'*^ 
2u, Alle ungeraden die Form ^n-V^» 
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Wenn eine Zahl a die Form tq-f-r und eine Z.ilil 
a' die Form tq' + r' hat, so folgt aus a=a' die Gleichung 
tq + r = tq' + r' oder r — r' = t(q' — q)y.d.h. r — r' ist 
durch t teilbar. Da aber r und r' kleiner als t sind^ 
also erst recht r — r' kleiner als t ist, so mu:8 r — r' 
null sein. Daher r = r' und q = q^ Deshalb gilt dor 
Satz: 

Die Keste, welche man aus den beiden 
Seiten einer Gleichung bei der Division 
durch eine und dieselbe Zahl erhält; sind 
immer gleich. 

Um mit Hilfe dieses Satzes Restregeln zu be- 
weisen, bezeichne man die Einer einer Zahl N mit a,), 
die Zehner mit ai^ die Hunderter mit a2~u. s. w., also: 
N = ao+10.ai + 102.a2+10S.a8+... 

Da nun 10 durch 2, l(ß durch 2», 10» durch 2^ 
u. 8. w. teilbar ist, so ergiebt sich die folgende: 

Bestregel fttr S^ 4^ 8, H. s. w.: Eine Zahl lässt, 
durch 2 dividiert, denselben Rest, wie ihre 
letzte Ziffer, ferner, durch 4 dividiert, den. 
selben Rest wie die aus den beiden letzten 
Ziffern bestehende Zahl u. s. w. 

Analog lauten die Restregeln für 5, 25, 125 . . ., 
weil 10 durch 5, 10^ durch 5^ u. s. w. teilbar ist. 

Schreibt man N = ao + 10 . ai + 10^. ai -|- , . . in der 
Form : 

N=(ao+ai+at+a8+...) + 9.(ai4-lla24-lll-a8+...)f 
30 erkennt man die Richtigkeit der folgenden 

Restregcl für 8 und für 9: BineZahllässt, durch 
3 bezw. durch 9 dividiert, denselben Rest 
wie die Summe ihrei Ziffern (Quersumme). 
Schreibt man ferner S m der Form* 
A=^aö-.Äi-/-Ä2— a8+...)-V-(ll.&i-V'd^.«^*-V^^^x^^-4 
uad beachtet mau, dass lO* — 1» IV + "^^ "^^ — Vxjuv^ 
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durch 10+1 teilbar sein mflssen (§ 12)f ad erhiüt man 
eine Restregel für 11« 

Aus den Bestregeln ergeben sich die aus dem 
Kechnen bekannten TeilbarkeltsregelBi wenn man den 
Hest gleich null setzt. 



Mit Hilfe der Restregel für 9 findet itaan bei einer 
Zahl oder einem Zahlen- Ausdruck den Best, der bei 
der Teilung durch 9 bleibt^ viel schneller^ als, wenn 
man die Division ausführt. Um z. B. den Neunrest 
von 784582 zu finden, verfährt man so: 7 + 8 = 15, 
1 5 hat die Ziffern 1 und 5, 1+5 = 6,6 + 4=10,1+0=1, 
14-5 = 6,6 + 8 = 14,1 + 4 = 5,5 + 2 = 7. 

Jede Zahl, welche r als Neunrest besitzt^ hat die 
Form 9 n + r. 

Da nun (9n+r)(9n'+r')=9(9nn'+nr'+n'r)+rr' 
ist, so gilt der Satz : Den Neunrest des Produktes zweier 
Zahlen erhält man, wenn man ihre Neunreste multi- 
pliziert und zu dem erhaltenen Produkte den Neunrest 
bestimmt. Die Anwendung dieses Satzes heisst Neuner- 
probe. Z. £.: 



Faktor: 7346 
Faktor: 834 

29384 
22038 

58768 



6126564 



Neunrest: 2 
Neunrest: 6 



Produkt: 12 
Neunrest: 8 

Neunrest: 3 



Haben Zahlen ausser 1 keinen Teiler gemeinsam, 
80 heissen sie relativ-prim« z. B,\^\SL\A\5i^\'isr«!Äst'. 
39, 16, 49. Sind Zahlen nicht, töIäXan-^tvccl^ ^<ö «^iw^v^S^iv. 
die Aufgabe, ihren gr öaateii ^^-oi^Vti^^'b^^'^^^^'^ 
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900 = 2«. 3«. 5« 
378 = 2 . 3» . 7 
1386 = 2.32.7.11 



zu finden. Dies geschieht dadurch^ dass man die Zahlen 
in ihre Primfaktoren zerlegt, und dann ein Produkt 
bildet, das jeden Primfaktor so oft enthält^ als er da 
steht, wo er am seltensten vorkommt. Z. B. : 

Der grösste gemeinsame Teiler 
muss die 2 einmal, die 3 zweimal^ 
5, 7, 11 gar nicht als Faktor ent- 
halten, daher 2 . 3« = 1& 
Abgekürzt: 900, 378, 1386 

2) 450, 189, 693 

9) 50, 21, 77, daher 2 . 9 = 18 der 

gem. Teiler. 
Um das kleinstegemeinsame Viel fache zu 
finden, d. h. um die kleinste Zahl zu bestimmen, von 
welcher alle gegebenen Zahlen Teiler sind, muss man 
ein Produkt bilden, das jeden vorkommenden Prim- 
faktor so oft enthält, als er da steht, wo er am häufig- 
sten vorkommt. Z. B: 

Das kleinste gemeinsame Viel- 
fache muss die 2 zweimal, die 3 
dreimal, die 5 zweimal, die 7 ein- 
mal, die 11 einmal enthalten, da- 
her 22 . 3» . 52 . 7 . 11 = 207900* 
Abgekürzt: 900, 378, 1386 - 

2) 450, 189, 693 

9) 50, 21, 77, 

7)"öÖi 3^ IT, daher2.9.7.50.3.11 

= 207900. 
Die Aufsuchung des kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen ist namentlich bei der Addition und Subtraction 
von Brüchen mit verschiedenen 'Kennern er- 
forderlich. (Vgl GeneralnenneT in % \\^ 



900 = 22.32.52 
378 = 2 . 3» . 7 
1386 = 2 . 32 . 7 . 11 
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Ist a der Dividendas, t der Divisor, q der ganz- 
zahlige Quotient, r der Best bei einem Divisionsexempel, 
so ist: 

-- = q -f- — oder a = qt + p. 

Diese Gleichung; durch m dividiert, «rgiebt: 

a t , r 

— = q. • 

m ^ m m 

Sind also — und — ffanze Zahlen, so ist auch — 
mm® m 

t a 

ganzzahlig. Sind zweitens — und — ganze Zahlen, so 

ist auch — ganzzahlig. Daher gelten die beiden Sätze : 

1, "Wenn bei einer Division Divisor und 
Kest durch eine und dieselbe Zahl teilbar 
sind, so teilt diese Zahl auch den Dividendus. 

2. Wenn bei einer Division Dividendus 
und Divisor durch eine und dieselbe Zahl 
teilbar sind, so teilt diese Zahl auch den 
Best. 

Auf diesen Sätzeü beruht das im fiechen-TJnterrichte 
gelehrte Verfahren, um den grössten gemeinsamen Teiler 
zweier Zahlen zu finden, ohne dieselben in Primfaktoren 
zu zerlegen. Z. B.: 

828 I 5635 = 6 
4968 

667 I 828 = 1 
667 

161 I 667 = 4 
644 
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Der letzte Divisor 28 ist der grösste gemeinsame 
Teiler der Zahlen 828 und 5635. Dieses Verfahren 
wird namentlich angewandt, um die grösste ganze Zahl 
zu finden, durch die sich ein Bruch mit grossem Zähler 
und Neuner heben lässt. 



Fast alle Sprachen besitzen ein mehr oder weniger 
Yollständiges Zahl w o r t - System, d. h. sie bilden ihre 
Zahlwörter nach dem Schema: 

ao + ai . b + aa . b2 -|- as . b' + . . ., 
wo ao^ ai, a2, as . . . die Zahlwörter für alle Zahlen sind, 
die kleiner als b sind. In den meisten Sprachen ist b 
gleich zehn, weil der Mensch zehn Finger hat, im Deuib 
sehen sagt man für b^ hundert, für b^ tausend u. s. w« 
Die Zahl b heisst Basis des Zahlwort-Systems, ihre Po- 
tenzen heissen Stufenzahlen. In manchen Sprachen 
finden sich ausser Zahlwöi-tern der hauptsächlichsten 
Basis auch Zahlwörter, die auf eine andere Basis hin- 
weisen, z. B. quatre-vingt = viermalzwanzig = achtzig. 
Bisweilen ist ausser der Addition und Multiplikation 
auch die Subtraction zur Bildung der Zahlwörter be- 
nutzt, z. B. undeviginti = eins (subtrahiert) von zwan- 
zig = neunzehn. 

AIIp Kulturvölker älterer und neuerer Zeiten haben 
ausser ihrem Zahlwortsystem auch ein Zahlzeichen- 
system ausgebildet. Das bequemste Zahlzeichen-System 
idt das bei allen Kulturvölkern üblich gewordene 
Zahlzeichen-System, das auf dem Principe des Stellen- 
werts und der Erfindung eines Zeichens für Null 
beruht. Dieses System ist von indischen Brahma- 
l'jjoaiern im 4ten Jahrhundert nach Chr. ö. erfunden, 
durcli die Araber zu den chriatVicYieii N^Wetü ^'sX^xi^ 
i^^ä Allmählich Am Ausgang dea "ÄiliUöYaXV.öx^ xiXi^x^iÄ. 
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ftblich geworden. In dieser Zifferschrift bedeutet z. B. 
30478: 

8 + 7.b + 4.b« + 0.b« + 3.bS wo b zehn ist. 
Durch die Einführung des Zeichens für eine aus- 
fallende Stufenzahl gelingt es^ mit denselben zehn Zahl- 
zeichen 

0, 1, 2, 3, 4,. 5, 6, 7, 8, 9 
jede noch so grosse Zahl zu schreiben. Unser Zahl- 
wort-System kennt die Null noch nicht; und hat daher 
die Angabe der Stufenzahlen zehn, hundert, tausend u. s. w. 
nötig. Ebenso kennt die Zififerschrift der Bömer die 
Null noch nicht, dieselbe ist rein additiv, d. h. die Bömer 
bezeichneten durch Aneinanderreihung der Zeichen für 
mehrere Zahlen die Zahl, welche durch Addition dieser 
Zahlen entsteht, z. B.: 

CCCLXVI = hundert + hundert + hundert 
+ fünfzig + zehn + fünf + eins. 
Nebenbei tritt noch die Subtraction hinzu, z. B. 
IX = eins von zehn. Im Mittelalter rechnete das Volk 
noch überall mit römischen Zahlzeichen. Durch die 
indisch-arabische Zififerschrift ist alles Bechnen viel be- 
quemer und übersichtlicher geworden. 



§ 16. DezimalbrBclie. 

Wenn man die auf der Basis zehn beruhende Stellen- 
wert-Schrift der natürlichen Zahlen derartig fortsetzt, 
dass man auf die Vielfachen der Stufenzahlen (§ 14) 
auch noch Vielfache von 

1^ _1_ 1 
"10' loa' W" 
folgen läaat, so erhalt maxi e\i[vet!L '0^'L\\ßL^XN^^^^^' 
Ein Uezimal brach hat also 4iö ^oxtCL\ 
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...a8.10»+a2.10«+ai.lOi+ao+bi:10i+bi:10»+...,, 
wo die Koeffizienten ao, ai, a2, . . ., bi; bj, bs^ . . • entweder 
null oder eine der Zahlen von 1 bis 9 sind. Man schreibt 
einen Dezimalbruch so, dass man die Koeffizienten 
... 8.2; ai, ao, bi, bs, bs, . . . unmittelbar nebeneinander 
setzt und die den Koeffizienten angehörigen Stufenzahlen 
dadurch kenntlich macht, dass man hinter ao ein Komma 
setzt. Z. B. : 

12,56 = 1. 10 + 2. 1 + 5: 10 + 6: lOQ, 
0,138 = 1 : 10 + 3 : 100+ 8 : lODO, 
0,0056 = 5 : 103 + 6 : 10*. 

Ist ein Dezimalbruch kleiner als 1, so setzt man 
vor das Komma. Ist einer der Koeffizienten bi, hz, bs, . . • 
null, so muss er auch in der abgekürzten Schreibweise 
durch eine Null vertreten werden. Eine ganze Zahl 
kann als Dezimalbruch betrachtet werden, der 2iehntel^ 
Hundertel u. s. w. enthält. 

Aus der Definition geht hervor, dass ein De- 
zimalbruch immer gleich dem Bruche ist, 
dessen Zähler der ohne K<9.mma geschriebene 
Dezimalbruch ist, und dessen Nenner 10™ 
ist, wenn m „Dezimalstellen" auf das Komma 
folgen, z. B. : 

.eo 158 ^ ^^ 158 ^^^^ 158 ^^,,^ 158 
15,8 = 3^, 1,58= j^, 0,158= :^ööö' ^'^^^Ö = iÖÖÖO- 



Da die Dezimalbruch-Schreibweise eine Erweiterung 
des indischen Ziffersystems bildet, so hat das Bechnen 
mit Dezimalbrüchen dieselben Vorzüge, wie das B>echnen 
mit ganzen Zahlen in unserm Zißfersystem. Aus der 
Erklärung der Dezimalbrüche gehen folgende Kegeln 
/ar das Rechnen mit solchen lir\ic\veTi \v«t^at\ 

1. Ein JD©zimalbrucli'bleV\)t>Ä^Vii^m^^xV.^ 
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nach, nngeindert, wenn man rechts beliebig 
viele Nullen anhängt; denn dies bedeutet nichts 
weiter als ein Erweitern des Bruches mit einer Po- 
tenz von zehn. 

2. Ein Dezimalbruch wird mit 10™ multi- 
pliziert bezw. dividiert, indem man das 
Komma um m Stellen nach rechts bezw.links 
rückt. Nicht vorhandene Stellen werden da- 
bei durch Nullen ausgefüllt Z. B.: 

5,34 . 10 = 53,4 ; 4,7 : 10 = 0,47 ; 87,56 : 10000 = 0,008756. 

3. Dezimalbrüche werden addiert oder 
subtrahiert, indem man immer die Stellen 
gleicher Stufenzahl addiert oder subtrahiert, 
und aus den Summen bezw. Differenzen wie- 
der einen Dezimalbruch bildet. Z. B«: 



4,753 
0,1846 (add.) 

4,9376 



4,753(0) 
0,1846 (subt.) 

4,5684 



4. Zwei Dezimalbrüche werden multipli- 
ziert, indem man die durch Weglassung der 
Kommata entstehenden Zahlen multipliziert 
und im Produkte so viele Zahlen von rechts 
nach links abschneidet, als beide Dezimal- 
brüche zusammen Stellen haben. Z. B.; 



19,34 
2,15 

9670 
1934 
3868 


0,0029 
2,15 

145 
29 

58 


41,5810 


0,006235 
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Die Verwandlung eines 'gew5hnli($lieii 
Braches in einen ihm gena« gleichen Dezi- 
malbruch ist nur möglich ^ wenn der Nenner des 
Braches keine andern Primfaktoren enthält, als 2 und 5. 
o .. T. 17 17 17.5» 211^5 ■ ^,^^ 

So ist z. B. : g^ = 23-^^ = jösTiö = lö^ = 0,2125- 

Enthält aber der Nenner noch andere Primfaktoren 
als 2 und 5; so kann durch Erweitwn nie ein Bruch 
entstehen, dessen Nenner eine Potenz von zehn ist. In 
diesem Falle begnügt man sich damit, für 
einen solchen Bruch Dezimalbrüche anzu- 
geben, die ihm möglichst nahe kommen. Das 
Verfahren, solche Dezimalbrüche zu finden, beruht auf 
einer steten Erweiterung eines Bruche^ mit zehn, und 
ist aus folgendem Beispiele ersichtlich: 



9:14=0,64285.. 

90 

84 

60 
56 

40 
28 

120 
112 



9 1 

Also: 0,6 < TT <0;7; Fehler < ^q 



0,64 < jj < 0,65; 



0,642 < jj < 0,643 „ 
0,6428 <^<0,6429;« 



100 

1 
1030 

1 



10000 
80 ^'^^2^^<n<^»^^286;.<j55^^^ 

Durch dieses Verfahren kann mau also jeden Bruch 
in zwei Grenzen einschliesseui welche Dezimalbrüche 

sind, die sich nur um Tq oder t^ oder -r^r^ u. s. w. 

unterscheiden. Auf die Verwandelung eines gewöhn« 

]jchen Bruchs in einen ihm nahezu gleichen Dezimal- 

bruch lässt sieb auch die DiviaVon z\?ev^T T^^-Lvcaslbrüche 

^uräckMbren, nämlich: 

Ä Zwei Dezimalbrüclae wexÖLöTi^W\Vv^x> 
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indem man erstens beide darcli Anhingen 
von Nullen auf gleichviel Steilen bringt, 
zweitens die Kommata fortlässti drittens 
die aus dem Dividendus hervorgegangene 
ganzeZahl zumZähler^ die aus demDivisor 
hervorgegangene ganze Zahl zum Nenner 
eines Bruches macht, viertens diesenBruch 
nach dem soeben besprochenen Verfahren in 
einen Dezimalbruch verwandelt Z. B.i 
11,637 : 4,31 = 11637 : 4310= 2,7; 

48,6 : 0,127 = 48C0D : 127 = 382,68 
0,0024 : 2,468 = 24 : 24680 = 0,0C097. 
Oft verfährt man bequemer, wenn nian 
im Dividendus und im Divisor- das Komma 
um soviel Stellen nach rechts rückt, als der 
Divisor Stellen hat, mit der so aus dem Di- 
visor entstandenen ganzen Zahl in den aus 
dem Dividendus entstandenen Dezimalbruch 
wie in eine ganze Zahl dividiert and das 
Komma setzt, sobald die Einersteile des Di- 
videndus in den Best gezogen ist. Ist die 
letzte Dezimalstelle in den Best gezogen, so 
kann man noch durch jedesmalige Yerzehn- 
fachung des Bestes weitere Stellen im Quo- 
tienten erhalten. Z. B.: 

14,246 : 0,94 = 1424,6 : 94 = 15,155 . . . 

94 

484 
470 

146 
94 

520 

470 
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Dezimalbräche nennt man geschlossen oder nn- 
geschlossen, je nachdem ihre Stollenzahl eine be« 
schränkte oder eine unbeschränkte ist. TJngeschloasene 
Dezimalbrüche liefern alle diejenigen Brüche , deren 
Nenner noch andere Frimfaktoren als 2 und 5 enthalten« 
Setzt man die Berechnung der Stellen eines solchen 
UD geschlossenen Dezimalbruchs hinlänglich weit forty so 
erscheint eine gewisse Beihe von Ziffern in 
derselben Aufeinanderfolge unaufhörlich 
wieder. Dies rührt daher, dass bei der fortgesetzten 
Division endlich einmal ein Rest erscheinen muss, der 
schon einmal da war. weil bei einer Division durch eine 
Zahl N nur N — 1 veiscoiedene Beste, nämlich 1, 2, 3««.f 
N — 1 möglich sind, Z. B.: 

-j- = 0,285714 285714... 



•jj =0,307692 307692... 

Eine solche wiederkehren'de Zififerreihe heisst Fe« 

riode und ein Dezimalbruch^ in dessen Stellen eine 

. 4 . 
Periode erscheint, periodisch. Bei -r^ ist 307692 die 

Periode. Man schreibt die eine Periode bildenden 
Stellen meist nur einmal und deutet durch einen 
darüber gesetzten Strich den Umfang der 
Periode an. Fängt die Periode sogleich mit der 
ersten Dezimalstelle an, so heisst der Dezimalbruch 
rein-periodisch, stehen noch andere Stellen vor 
der Periode^ unrein-periodisch. Diese Stellen 

»7g 

selbst heissen dann vorperiodisch. Z. B.^^r =1,013 

hat zwei vorperiodische Stellen Ol und eine Stelle in 
der Periode, nämlich 3. 

Um einen geschloBBeneu "ö ÄX\\sv^V<öT\x.Oi 
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in einen gemeinen Brach zu verwandeln^ hat 
man nur den Bruch zu bilden und eventuell zu heben^ 
dessen Zähler die nach Fortlassung des Kommas ent- 
stehende ganze Zahl ist und dessen Nenner eine 1 mit 
soviel angehängten Nullen ist, als der Dezimalbruch 
Stellen hatte. 

Wie aber rein- und unrein-periodische 
Dezimalbrüche in gemeine Brüche verwan- 
delt werden^ zeigen die folgenden Beispiele: 



B.ein- periodisch: 
x = 0, 5 18, also: 
1000x = 518,5l8(subt.) 

999 x = 518, also: 

_518_14 

^""999 ~" 27' 



Unrein-periodisch: 

x = 9,43686, also: 
100000 X = 43686,86 
und 1000 X = 436,86 (subt.) 

99000 X = 43250, also 
_ 43250 _ 173 
^ "" 99C0D ~ 396' 



§ 16. Gleichnngen einsten Grades mit einer 

Unbekannten. 

Schon in § 5 und § 9 sind die Transpositions- 
regeln erster und zweiter Stufe dazu verwandt, um 
solche Bestimmungsgleichungen zu lösen, in denen die 
Unbekannte nur einmal vorkommt. Hier sollen nun 
auch solche Gleichungen gelöst werden, in denen die 
Unbekannte an mehreren Stellen vorkommt. 
Der dann einzuschlagende Weg zur Isolierung der Un- 
bekannten ist aus folgendem Beispiel ersichtlich: 

. .3x — 5 4 — x,9 — 2x 

Zu losen sei : j — = — 

4 2 6 

1. Brüche fortschaffen (duTc.la.MxsXVx^^'^i^^^^^ 

mit 12): 

5C3x — 5) = 6(4 — x^J\-^^,^— ^^- 
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2. Klammern lösen; in denen x vorkommt: 
9x — 15=24 — 6x+ 18 — 4x. 

8. X nach links transponieren: 
9x + 6x + 4x = 24+18+15. 

4. Vereinigen: 

19xr=57. 

5. Durch den Koeffizienten Yon x divi- 
dieren: 

Die Probe geschieht darch Einsetzen, nämlich: 
3.3 — 5 . ,4 — 3, 9 — 2.3 1,1 
— ^^— = lund -^j-+ 6 = T + Y==^ 



Bei Gleichungen, die ausser der Unbekannten x 
auch Buchstaben enthalten, die als bekannt gelten sollen, 
hat man die Vereinigung der x enthaltenden Glieder 
durch Absondern zu bewerkstelligen, z. B, : 

p^x + q(p-q) = (p-q)(3p + 4q) + q«x, 
p?x-q2x = (p-q)(3p + 4q-q), 
x(p^-q^ = (p-q)(3p + 3q), 

3t(p+q)(p-q)=3(p-q)(p+q) 

x=3. 
Das FortschafiTen der Brüche kann unterbleiben, 
wenn kein Nenner die Unbekannte enthält^ z. B. : 

2(x-2) ;^x+i 

9 ^ 12 ' 

2x — 4 ^ x+1 
9 ^^"" 12 • 

9 d ^""12'^IJ' 

--- = - + -+1 
9 12 12^,9 ^ 
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36 ^""36* 

Enthält eine Gleichung mehrere Buchstaben, so 

kann man jeden als unbekannt betrachten und deshalb 

jeden durch die übrigen ausdrücken, z. B.: 

3 
2x+-^y=-4(x — y + z) 

ergiebt 

19 „ ^ 8 , 16 ^ 19 X 

X =-8-y-2z oder j=—^+—z oder z^j^j-^—. 



Mit Hilfe der Gesetze der Bechuungsarten erster 
und zweiter Stufe kann man nur solche Gleichungen 
lösen, welche sich auf die eingerichtete Form 
ax = b bringen lassen, wo a und b bekannte Zahlen 
oder Buchstabenansdrücke sind. Die Lösung von Glei- 
chungen, welche auf andere Formen, z. B. auf c x^ + d x 
= e führen, kann erst später besprochen werden (§ 21). 
Doch können hier schon solche Gleichungen gelöst wer- 
den, bei denen Glieder, die x^, x^ u. s. w. enthalten, sich 
fortheben. Z.B.: 6(x— l)(4x+15) = (12x — l)(2x + 2) 
ergiebt zwar zunächst 24 x2 + 66 x — 90 = 24 x^ + 22 x — 2, 
dann aber 66x — 90=22x— 2 oder x=2. 



Wenn in der eingerichteten Form ax=b; a und 
b beide null sind, so ergiebt sich x=-jr-, also eine 

vieldeutige Quotientenf orm (^^ ^'^. T^ik«C^ ^»sj^ "^«ä 
die Algebra, daaa x jede beliebige Ti^ÄaV wä Vwso.^ >«ä. 
das8 also die vorgelegte GleicYixxii^ V'Mä 'Ä«k>Äsasss»a^- 
S oh tth9Tt, Arithmetik «nA iOs«^!«.. 
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gleichung, sondern eine identische Gleichung war. 
Z. B.: 

3-x+2a- ^ 

ergiebt: 8x+ 20a = 7x + 28a — 8a + x 

oder : 8x — 7x — x=28a — 8a— 20 a, 

d.h«: 0.x = 0.a=:0; also x jede beliebige Zahl. 

In der That lässt sich aus der rechten Seite der 
vorgelegten Gleichung die linke durch Umformung finden^ 
nämlich : 

7(x + 4a)-~(8a~x) _ 8x + 20a _ 4 

10 "" 10 ~" ö '^+^^ 

Wenn in der eingerichteten Form ax = b, b null, 
a nicht null ist, so ergiebt sich x = 0. Wenn aber 
b nicht null, wohl aber a null ist, so kommt 

a 

x = -jr = co (8 11 am Schluss). So wird z.B. 3x+4 

= 3 X -{- 5 durch keinen endlichen Wert von x, 
sondern nur durch x=oo erfüllt. 



Wenn ein gemeinsamer Faktor beider Seiten die 
Unbekannte x enthält, so kann man diesen 
Faktor gleich null setzen^ weil dadurch die 
beiden Seiten der Gleichung null werden, die Glei- 
chung also erfüllt wird. Durch das Nullsetzen des ge- 
meinsamen X enthaltenden Faktors gewinnt man eine 
Gleichung zur Bestimmung von x. Entsteht durch Fort- 
lassen des gemeinsamen Faktors eine immer noch x ent- 
haltende Gleichung, so kann man auch diese lösen, und 
or/iält dann zwei Werte für x, ^öVcVv^ \i«iäÄ ^^ ^^^ 
gelegte Gleichung befriedigeiu Ä, B,'* 
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1. 7 (x — 16) = -g- (x - 16) - x+16 ergiebt 7 (x- 16) 

=-^(x - 16) — (x - 16) also X— 16=0 oder x= 16 ; 

2.^(x+3) = 4x+12ergiebty(x+3)=4(x+3), 

also 3owohlx+3==0, d.h.x= —3, wie auch -h-=4, 
d. h. x = 8. 

Eingekleidete Gleichungen sind Aufgaben, 
welche in Worte gekleidet sind und Fragen enthalten, 
die durch Auflösung einer Gleichung beantwortet wen- 
den können. Die in Worten gemachten Angaben hat 
man in die arithmetische Sprache so zu übersetzen 
(Ansatz), dass eine Bestimmungsgleichung entsteht, 
deren Lösung die Antwort liefert. Hierzu drei Beispiele: 

1. Aufgabe: Wenn man das Dreifache einer ge- 
wissen Zahl von 100 subtrahiert, so kommt dasselbe 
heraus, als wenn man ihr Doppeltes um 15 yermehrt. 
Wie heisst die Zahl? 

Auffindung des Ansatzes: Man bezeichnet 
die gesuchte Zahl mit x und sucht diejenige Stelle des 
Wortlauts auf, welche arithmetisch durch ein Gleich- 
heitszeichen auszudrücken ist. Es ist dies hier die Stelle 
^30 kommt dasselbe heraus**. Hieraus entnimmt man, 
dass eine Zahl doppelt auszudrücken ist. Dies thut 
mau, den Angaben entsprechend. Man erhält einerseits 
100 — 3 X, andererseits 2 x -[- 15. 

Xiösung der Gleichung: 

100--3x = 2x + 15 
100— 15 = 2x + 3x 
85 = 5x 
85 
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Beantwortung der Frage: Die Zahl Keisst 17. 
Probe: Es kommt beide Male die ZahJ 4^, 

2. Aufgabe: Zwei Nachbarn kaufen gleichzeitig 
Kaffee, der eine 25 Kilo, der andere 24 Kilo, der erste 
braucht täglich 140 Gramm, der andere nur 120 Gramm. 
Nach wieviel Tagen sind ihre Vorräte gleich und wie- 
viel Gramm hat dann jeder? 

Auffindung des Ansatzes: Nach x Tagen 
hat der erste noch 25000 — 140 x Gramm, der zweite 
24000 — 120 X Gramm. Beides soll gleich sein« 
Lösung der Gleichung* 

25000 — 140 X = 24000 — 120 X 
1000=20x 
50 = x. 
Beantwortung der Frage: Nach 50 Ta^en 
sind ihre Vorräte gleich. Dann hat der erste noch 
(25000 — 140.50) Gramm oder 18 Kilo, der zweite 
noch (24000—120.50) Gramm oder auch 18 Kilo. 

3. Aufgabe: Von den Endpunkten eines 600 m 
langen Weges gehen zwei Fussgänger A und B gleich- 
zeitig ab, um sich zu begegnen. Sie treffen sich nach 
4 Minuten. B legt in jeder Minute 2 m mehr zurück 
als A. Wieviel m legt A in einer Minute zurück? 

Auffindung des Ansatzes: A legt in 1 Mi- 
nute X m zurück, B also x-f-2 m. Nach 4 Minuten 
ist A 4x m, B 4(x-{-2) m gewandert. Die Summe 
beider Wege soll 600 m lang sein. Aiso ist 4x-{- 4 (x -|- 2) 
= 600. 

Lösung der Gleichung! 
4x+4(x + 2) = 600 ergiebt 8x=592 oder x=74, 
Beantwortung der Frage: A legt 74 m m 
der Minute zurück. 

JProbe: Weg des A.: 4.14 m oöict ^^Vi \a.^ W«^ 
deB B: 4.76 m oder 804 m. Sxudmdl^ >a»a«t W^ ^ 
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Bei der Auffindung des Ansatzes ist namentlich 
folgendes zu beachten: 

1. Man suche zuerst nicht allein danach, welche 
Grösse man passender Weise als Unbekannte wählt, 
sondern auch danach, welche Grösse sich doppelt aus- 
drücken lässt. Dies ist selten die Unbekannte selbst. 

2. Scheinen mehrere Grössen unbekannt zu sein, 
so betrachte man doch nur eine als die Unbekannte 
der aufzustellenden Gleichung. £s muss dann gelingen, 
die andern Grössen durch die gewählte Unbekannte aus- 
zudrücken. 

3. Häufig thut man besser^ nicht die Grösse, nach 
welcher gefragt ist, als Unbekannte anzusehen, sondern 
eine andere Grösse, durch welche die gefragte Grösse 
ausgedrückt werden kann. 

4. Eutbält eine Angabe zwei verschieden benannte 
Grössen, so reduziere man immer, wie beim Begel- 
detri-Ansatz auf die Einheit, was immer auf dop- 
pelte Weise geschehen kann. Z. B. : a) Aus der Angabe 

er macht in 45 Minuten 4-r Kilometer, folgt zweierlei, 
erstens in 1 Minute (4-j- : 45) Kilometer^ zweitens 
1 Kilometer in (45 : ^-^-j Minuten; b) 1 Kilo kostet 

16 Mark ergiebt auch, dass man für 1 Mark t^ Kilo 

erhält; o) 11 Arbeiter brauchen zu einer Arbeit 12 Tage 
heisst, dass 1 Arbeiter 132 Tage brauchen würde, oder, 
dass zur Fertigstellung in einem Tage 132 Arbeiter 
erforderlich wären. 
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§ 17. Gleichungen ersten Grades mit mehreren 

Unbekannten. 

Enthält eine Gleichung zwei Unbekannte x und j^ 

so kann man immer die eine Unbekannte, etwa x, durch 

die andere Unbekannte y ausdrücken. Setzt man dann 

für y eine beliebige Zahl ein, so muss sich für x immer 

ein zugehöriger Wert ergeben , so dass unzähligviele 

Wertepaare von x und y die Gleichung befriedigen. 

8 
So wird z. B. 9x — 5y = l erfüllt für x = l, J = -rf 

^ = -3-1 y = i; ^ = -4-' y'^T' '*-"-'^- 

Wenn aber zu einer Gleichung zwischen x und j 
noch eine zweite solche Gleichung hinzutritt, so ent- 
steht die Aufgabe, diejenigen Wertepaare herauszufinden, 
welche das entstehende Gleichungssystem befrie« 
digen, d. h. deren Einsetzung sowohl die erste wie auch 
die zweite Gleichung zu einer identischen macht. Diese 
Aufgabe löst man dadurch, dass man eine neue Glei« 
chuDg bildet, welche die eine Unbekannte gar nicht 
mehr enthält. Letztere nennt man dann eliminiert. Die 
Auflösung der nur eine Unbekannte enthaltenden neuen 
Gleichung (§ 16) liefert den Wert der einen Unbe- 
kanntei\f Die Einsetzung dieses Wertes in irgend eine 
der beiden vorliegenden Gleichungen führt dann (§ IG) 
zum Werte der andern Unbekannten. 



-r 



Für die Elimination einer Unbekannten aus einem 
System zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten sind 
drei Methoden üblich^ nämlich: 

J. 6^7eiclisetzang8metliod.Q. MA.Ti dxüokt^ um 
SU elimiereUf x durch y Yenni\^\Bl\>«vÖL«t Q\«väs»ä^\^ 
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aus und setzt die beiden nur y enthaltenden Ausdrücke 
einander gleich. Z. B.: 

_l + 4y 



14x-4y = l 
6x— 1 ^ y 



> führt zu l g ^ ^ J daher: 
^ = -16- 



5 -^ 4 

l + 4y 5y — 4 

— TT — = — L-« — , woraus y = 12 folgt. Setzt man 

y = 12 ein, so erhält man auf zweifache Weise x = 3-^. 

2. Einsetzungsmethode. Den aus der einen 
Gleichung erhaltenen Ausdruck, der die eine Unbekannte 
durch die audere ausdrückt, setzt man in der andern 
Gleichung überall ein, wo diese eine Unbekannte vor- 
kommt, Z. B. : 



6y + 6 



r8x-2y = 3y+6 \ 

\6y + 4x — 100 = 49 — 4y — 3xjS'*'"''^— 8 ' 

also durch Einsetzung: 

.^, 4(5y + 6) 3 (5y + 6) 

6 y H g 100 = 49 — 4 y g , wo- 

raus y = 10 folgt, also x = 7. 

3. Methode der gleichgemachten Koeffi- 
zienten. Man bringt die Gleichungen beide auf die 
geordnete Form, d. h. auf die Form a x -f- b x = c, 
wo a, b, c ganze Zahlen sind, die auch negativ sein 
können. Dann multipliziert man, um x zu eliminieren, 
beide Gleichungen derartig mit möglichst kleinen ganzen 
Zahlen, dass die Koefiizienten von x in den beiden ent- 
standenen Gleichungen gleich werden oder sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden« Im letzteren. F^^Us^ 
ergieht die Addition, im erateTQn dVb ÄxsJoXx^^vs^ wä 
ron X freie öieichung. Beide IgäW^ VomxtÄ^ ^^»S. ^^«r 
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selbe hinaus, weil die Subtraction als Addition mit um* 
gekehrten Vorzeichen angesehen werden kann. Z. B.: 

4(4y — l) = 3x+2yj Form: ( öx-t-i4y — -ij 
Man liat, um die Koeffizienten von x gleich za 
machen, die erste unverändert zu lassen, die zweite mit 

ß if r • Q V f /I8x— 10yx=l3 \ 
6 zu multiplizieren. So kommt :< ^^ loj oa h 

woraus durch Addition 74 y = 37, d, h, y = -5- folgt« 

Schliesslich findet man durch Einsetzung von y = -^ aus 

irgend einer der beiden gegebenen Gleichungen, dass 
X = 1 ist. Um ebenso y zu eliminieren^ müsste man die 
erste Gleichung mit 7, die zweite mit 5 multiplizieren. 

^ ^ .. f 126x — 70y = 91 \ 

Dann hätte ^^'^ [_.i^^+'j0j = 20y 

— 111, also x= 1 erhalten. 

Der Koeffizient, welcher bei der zu eliminierenden 
Unbekannten erzielt werden muss, ist immer das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache (§ 14) der vorliegenden Koeffi- 
zienten der beiden Unbekannten. 



daraus 111 x 



Wie man sich bei der Auflösung eines Systems von 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten bisweilen 
die Rechnung erleichtern kann, zeigen folgende drei 
Beispiele : 

y = 30 



(45x— 1053 



Man dividiere die erste 



Oleicbüng zanÄchst durch \5, und. e\\m\mftx^ «wX» ^ass£^ 
So kommt x = 3, y=l. 
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„ „ f 105x— 862y= — 1083\ ,. ,.,, 
2- ^'" |l02x-864y=-1092p'' ^"'«°' ^'^^' 
man durch Subtraction .eine dritte einfachere Gleichung 
3x-|~2y = 9, die man mit einer der beiden gegebenen 

Gleichungen zu verbinden hai Es kommt x=2, y= 1-^. 

(-+^-=-1 

8. Um l . „ 11^^ lösen, betrachtet man 

— und — TT als Unbekannte, dann erhält man — = tti 
X y+1 X 2 

—^ = j, also x = 2,y=3. 



Um drei Unbekannte x, y, z ans drei Gleichungen 
I, II, m zu besimmen, eliminiert man zunächst eine 
und dieselbe Unbekannte^ z. B. x aus zwei Paaren der 
gegebenen Gleichungen, z. B. sowohl aus I und II, wie 
auch aus I und UI. Dadurch erhält man zwei Glei- 
chungen, welche nur noch y und z enthalten, und aus 
denen man nach den obigen Methoden y und z berechnen 
kann, x ergiebt sich dann durch Einsetzung. Analog 
verfährt man bei vier Gleichungen mit vier Unbekannten 
und überhaupt bei n Gleichungen mit n Unbekannten. Z. B. : 

IL 16 x+ y — 13 z = — 56] ^^ berechnen, eU- 
n.6x-4y + 12z = 84 l "^i^^iere man etwa 
in.2x+2y-z = 3 yausi undll. 

' ' I wie auch aus I 

nnd III. Dadurch erhält man: 

/ 70x — 40 z = — 140 \ . ^ \ -t^'i.X ^,^^.ä^v 
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Setzt man diese Werte in L ein^ so erhält man j=3. 
Das eben angegebene Mittel der allmählichen 
Elimination führt bisweilen nicht so schnell zum 
Ziel, wie andere Mittel. Ist z. B.: 



j x + y = 19 1 aufzulösen, so addiere 

{y + z=2lj ^J__. 

i z + X = 24 J ''durch 2. 



iy I 2-— .01 ^ ™*" **^® ^""^i Ölei- 
) ^ T - . f chungen und dividiere 



Dadurch erhält man: 

x + y + z = 82. 



Subtrahiert man nun von dieser Gleichnng nach 
einander jede der gegebenen, so erhält man nach ein- 
ander z = 13, x = ll, y = 8. 



Damit ans einem Gleichungssysteme bestimmte 
Werte der Unbekannten hervorgehen, ist es notwendig, 
dass die Gleichungen des Systems von einander unab- 
hängig sind, d. h. nicht durch blosse Umformungen 
auseinander hervorgehen können. Bei mehr als zwei 
Gleichungen ist es oft schwer, zu erkennen, dass die- 
selben von einander abhängen. Immer aber wird dies 
durch die Elimination aufgedeckt. Z. B.: 

Das System 

2x — y + 3z = 20 ] führt durch Elimination zweier 
5^ + 3y + llz^55 / Unbekannten auf ein e identi- 
»x + 3y + 31z = 170j sehe Gleichung , enthält also 
Gleichungen, die von einander abhängen. In der That 
ergiebt die Summe des Dreifachen der ersten Gleichung 
und des Doppelten der zweiten Gleichung die dritte 
Gleichung. 

Führt die Elimination auf eine für endliche Werte 
der Unbekannten unmögliche Gleichung, so verrät dies, 
dass die gegebenen Gleichungen evneIi'\T\^^^^^^^s^0^v 
enthalten, wenn man nur endVicViöAV^i:^.^ ^«t A^i^^ 
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r4x+3y=12 

kannten zulässt. So ist z. B. <^ t ^ ^ ^n 

l6x+4Yy = 19 

Btem von sich widersprechenden Gleichungen, 



einSy- 



Bei eingekleideten Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten lese man aus den gemachten Angaben so- 
viel Gleichungen heraus, als man Unbekannte einführt. 
Oft wird die Bildung des Gleichungssystema dadurch 
erleichtert, dass man nicht allein für die Grössen, nach 
denen gefragt ist, sondern auch für andere in der Auf- 
gabe erwähnte Grössen Buchstaben als Unbekannte ein- 
führt. Z. B.: 

Aufgabe: Ein Engländer kaufte bei einem Wechs- 
ler in Basel Zwanzigfrank- und Zwanzigmark-Stücke. 
Er erhielt zusammen 54 Goldstücke im Werte von tau- 
send Mark. Wieviel Mark deutsches Geld empfing er, 
wenn 20 Francs = 16 Mark sind? 

Lösung: x Zwanzigfrank-Stücke sind 20 x Franks, 

4 
y Zwanzigmark-Stücke sind 20 y Mark, 1 Frank =— Mark. 

o 

4 
Daher ist 20 x . ^ + 20 y = 1000 die eine Gleichung. Fer- 
ner soll X + y = 54 sein. Aus beiden Gleichungen ergiebt 

. , :, ,TT . f x = 201. Er empfing also 20. 34M. 

sich das Wertepaar | y _ 34 1 ^ ßsü Mark 

in deutschem Gelde. 
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y. Abschnitt. 

Qnadratisches. 



1 18. Quadrieren nnd Qaadratwarzel-Auszlehane:, 

L (a . b)2 =a2 . b«} IL (a: b)« = a« : b«; 

III. (a + b)2 = a^ + 2ab + b2; 

IV. (a — b)3 = a9 — 2 ab -f b^. 

V. (a+b + c)« = a« + 2ab+b8 + 2(a+b)c+c2| 

TL (Vu)^ = 4 (Erklärende Formol der Quadrat- 
wurzel) ; 
YU. yq^= q5 VUL yäT¥= yä. yb; 
IX. yäT¥=ya:yb. 



Quadrieren heisst „mit sich selbst multiplizie- 
ren^'. Das Ergebnis nennt man „Quadrat. [Der 
Name stammt aus der Geometrie, wo gelehrt wird, dass 
man den Inhalt eines „Quadrats^ findet, indem man die 
Masszahl seiner Seite mit sich selbst multipliziert und 
dem Produkte die entsprechende Flächeneinheit als Be- 
nennung giebt, also z. B. Meterquadrate oder Quadrat* 
meter sagt, wenn die Längeneinheit das Meter war.] 
Z. B.: Das Quadrat 

3 9 1.7 

von 14 ist 196, von -^ ist ^, von l-r- ist I-q-. 

Das Quadrieren kann auch als ein Potenzieren mit 
dem Expouenten 2 aufgefasst werden (§ 23), z. B.: 

Die Formeln I und II ioV^^xi \3LTiTCk\V,\»^«c wä ^'^-^ 
Oesctzea der Multiplikation, iÄm\\<iV, 
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(a.b)2=(a.b).(a.b) = (a.a).(b.b) = a2.b2, 
(a:b)2 = (a:b).(a:b) = (a.a):(b.b) = a2:ba. 
Die Formeln IIL und IV., die schon in § 12 ab- 
geleitet sind, lauten in Worten: 

III. Eine Summe wird quadriert, indem 
man zur Summe der Quadrate ihrer Sum- 
manden das doppelto Produkt derselben addiert-« 

IV. Eine Differenz wird quadriert, indem 
man Minuend us und Sub tr ah endus quadriert 
und von der Summe der erhaltenen Qua- 
drate das doppelte Produkt ans dem Minaendas and 

Snblrahendus subtrahiert. 

Ferner folgt aus den Gjsetzen der Multiplikation 

die allgemeine Regel: 

Eine mehrgliedrige Summe wird qua- 
driert, indem man eine Summe aus den Qua- 
draten aller Glieder und ans allen möglichen dop- 
pelten Produkten Je zweier Glieder bildet, und zwar 
so, dass jedes Quadrat positiv wird, jedes 
doppelte Produkt aber positiv oder negativ 
wird, je nachdem die Glieder, aus denen es 
hervorgeht, gleiche oder ungleiche Vorzei- 
chen hatten. Z. B.: 

1. (a + b — c-d)2 = a2 + b24-c2 + d2 + 2ab — 2ac 

— 2ad — 2bc — 2bd+2cd; 

2. (3a-4b+c)2=9a2+16b2+c2— 24ab+6ao-8bc. 



Wenn man in a* = q nicht wie beim Quadrieren 
a als gegeben und q als gesucht, sondern umgekehrt 
q als gegeben and a als gesucht betrachtet, so entsteht 
die zui Quadrierung umgekektt^ O^^x^^k';^^^ nr^^jcä 

man Quadratwurzel- A.UÄi.V^Vxs^iiL^ ^^«t ««s^^ö. 

wohl nur Wurzela\ittxie\iu\i^ o^«c ^^^^'«^^'^^'^'^ 
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nennt. Man yerstebt also unter „Quadratwurzel aus q", 
geschrieben : 

die Zahl, welche, mit sich selbst multipliziert; q ergiebt. 
In der Formelsprache giebt dies 

(|/q)2 = q (Formel VI.) 

Ebenso folgt aus der Erklärung der "Wurzel-Ans- 
ziehung die Formel VII. Denn J^q^ bedeutet die Zahl, 
die mit sich selbst multipliziert, q^ ergiebt, und dies 
ist q. Beide Formeln geben vereint den Satz: 

Quadrierung und Quadratwurzel^Aus- 
Ziehung heben sich auf. Die Zahl, aus welcher 
die Wurzel gezogen wird, heisst Radikandus. Z.B.: 
In pQ = 6 ist 36 der Radikand, 6 die Wurzel Das 
Zeichen y ist entstanden aus dem kleinen lateinischen 
r, dem Anfangsbuchstaben des Wortes radix (= Wurzel). 
Die Formel VIII und IX ergeben sich aus den ent- 
sprechenden Formeln I und II« für das Quadrieren. 
Nämlich : 

yäjr=}^yB; weu (y&]yu)^=(y&)^.(yT)^=A.\ 

yi^=ya:Vb, weil (ya:yb)2 = (yl)2:(yb)«=a:b, 
Ferner beachte man: 

y ag + 2ab + bä =ra+b; weü (a+b)2 = a« + 2ab + b^ 
yaa-2ab + b^=a — b, weil (a — b)2 = aa — 2ab + b2. 

Dass yä+b nicht gleich ya +y b ist, erkennt man 
daraus, dass (yä"+yb)2 = a + 2l/ab + b ist, also um 
2yab grösser ist als a-f-b. 



Die Quadrate der natürVicKen Zaihlen Keissen Qua- 
dra t zahlen. Die ersten 20 Q,usLaLt«XÄÄ3X«ii «oÄeS\V ^ca 
folgende Tabelle: 
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12-1 


68=36 


112 = 121 


162-256 


iS^=4L 


72=49 


122=144 


172=289 


32=9 


82=64 


132=169 


182=324 


42=16 


92 -81 


142-196 


192=361 


52=25 


102=100 


152=225 


202=400 



/a\2 a2 . . 
Da I-7-) = T^i so ist jedes Quadrat entweder eine 

Quadratzahl oder der Quotient zweier Quadratzahlen. 
Deshalb hat yq vorläufig nur Sinn, wenn q eine Qua- 
dratzahl oder der Quotient zweier Quadratzahlen oder 
endlich ein Quotient ist, der sich durch Heben in den 
Quotienten zweier Quadratzahlen verwandeln lässt. Ist 
dies aber alles nicht der Fall^ so ist Vq eine sinnlose 
Wurzelfornii der in § 19 und in § 20 Sinn erteilt wer- 
den wird. 

Daraus, dass IO2 die erste dreiziffrige, 10* die erste 
fiinfziffrige Zahl u. s. w. darstellt, ergiebt sich, dass 
das Quadrat einer natürlichen Zahl ent- 
weder doppeltso vielZiffern hat, als diese 
oder nur eine Ziffer weniger. Umgekehrt ist 
also die Quadratwurzel aus einer 

Iziffrigen oder 2ziffrigen Zahl: Iziffrig, 
3ziffrigen oder 4ziffrigen Zahl: 2zifirig, 
5ziffrigen oder 6zifi[rigen Zahl: 3zi£[rig, 

u. s. w. 
Zum Quadrieren einer zweiziffrigen Zahl kann For- 
mel III ^ einer dreizifiFrigen Zahl Formel V benutzt 
werden. Die Formel V ergiebt sich aus III in folgen- 
der "Weise: 

(a-fb + c)2 = [(a4.b) + c]2=(a+b)2-f2(a + b)c+c2 
= a2-[-2ab + b2-J-2(a + b)c + c2. 
Ebenso ergiebt sich; 

(a + b -f c + d)2 =c a* -V- ^vj^Vi :^\i^-V'^^^'^'^^ 
-f2(a+b+c)d + aL^. 



<^ 
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Wie mit Hilfe dieser Fonneln eine mehrziffrige 

Zahl quadriert werden kann, zeigt folgendes Beispiel: 

Ausführlich: 

864« = (a+b + c)2, wo a = 300 

a« = 90000 b= 60 

2 ab =36000 c= 4 

b8= 3600 ist; 

2(a+b)c = 2880 

c8= 16 

132496 




132496 



Durch TJmkehrung des soeben besprochenen Ver- 
fahrens entsteht dasYer fahren der Quadratwurzel- 
Ausziehung aus dekadisch geschriebenen Zahlen, wie 
folgendes Beispiel zeigt: 
Ausführlich: 



V132496 = a + b + c, wo 



90000 = aa 

42496 

2a = 600) 36000 =2ab 

6496 
3600= b« 

2896 



a = 300 

b= 60 

c= 4 

ist 



2(a + b) = 720) 2880 =2(a+b)c 

16 
I6 = ca 



Abgekürzt: 

yi3'24'96 = 364 
_9 

42^1 

6)36 
36 



396 



289^6 
72) 288 



16 



2896 



Noch kürzer, da 2ab- f b«=(2a+b)b ist; 

Vl3'24'96 = 364 
9 , 

42'4 



66) 39^ 

2B9*ft 
724) 28% 
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Nach derselben Methode findet man auch zu jeder 
beliebigen natürlichen Zahl die Quadratwurzel aus 
der nächst kleineren Quadratzahl. Z. B.: 

(a + b + c)« < 13'25'27 < [a + b + (o + 1)]*, wo 

^9 a = 800 

425 ^= 60 

C= 4 



66)396 



2927 
724) 2896 



ist. 



Rest: 31 
Also ist: 

364« < 132527 < 365«, 
demnach auch: 

(36,4)« < 1325,27 < (36,5)2 
(3,64)« < 13,2527 < (3,65)< 
^ (0,364)« < 0,132527 < (0,365)« 

[Y) Hieraus folgt der Satz: 

^ Jede ganze oder gebrochene Zahl, dfe kein 
^Quadrat ist, lässt sich in zwei Grenzen ein- 
Bchliessen, die Quadrate von zwei gebroche- 
nen Zahlen sind, die sich nur um r^, um t^, 

nm TKrv\ ^^^^ überhaupt um einen beliebig 
kleinen Bruch unterscheiden. Soll dieser Bruch 

«. B. 2^ und 2 djß-^gÄ^^^iB^rin, so ist, wenn 
X die kleinere dämmen GjridnzMLJ>edeätet.\.anzusetzen : 




woraus folgt: 

(2000^5*^8 00(roöÖ^^(3!^ÖÖ^f^*5o^^ 
3fan hat al)^ä^9^4»l3WÖ^ 
Qaadratzahl unter StHJO (Ay jTlS^^'^«*^ "^^^ ^^ 
Sehubertf Arlthmettt «md Mc^bx». 
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2000 KU dividieren. Das Ergebnii ist dann die untere 
Grenze. £s ergiebt sich: 

2000x = 2828, also x= ^^ 
Daher: 




<2< 



/2829\« 
V20üOJ* 



So ist die Zahl 2 in zwei Grenzen eingeschlossen» 
die Quadrate von Zahlen sind, die sich nur um qTxTw; 
unterscheiden« 



Das Quadrieren und Radizieren von entwickelten 
Buchstaben- Ausdrücken zeigen folgende Beispiele: 

1. (6p+4q-r)«=36p«+48pq+16q2-2(6p+4q)r-fr« 
=:36pa + 48pq+16q^ — 12pr-8qr+r8, 

also umgekehrt: 

y36pa+48psi+16q2-12pr-8qr+r2 = 6p + 4q-r. 
36p« 

48pq+16q» 

12p )48pq-{-16q« 



■~12pr— 8qr + rg 
12p + 8q) — 12pr — 8qr+r« 

2. f8x«+8x«-10x+-|-) x=64x«+ 128x»4- 64 x* 

-2(8x8+8x2) 10x+100x«+2(8x»+8x2-10x).|- + j 

==64x^+ 128 xP — 96 X* — 15^x> ^ V^^^^ — V^t.-V^, 
sJeo umgekehri: 
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]/64x«+128x»-96x4- 152x«+ 108x2- 10x+~- 

= 8x8+8x«— lOx+j, 

64 X« 

16 X») +128xö-96x* 

+ 128xft+64x^ 

— leOx^— 152xg+108xa 

16 x» + 16 x2 )--160x*— 160x»+lQ0xg 

+ 8x«+8x«— 10x+ j 
I6x»+16x8 — 20x) + 8x»+8x8— lOx+j 



Das Hadizicren Yon Produkten und Quotienten ge- 
schieht zwar im allgemeinen nach den Formeln VIII 
und IX , z. B. ; 

yiÖ247l225 = yi024 . V1225 = 32 . 35 = 1120, 

32 

yi024 : 1225 = »^1024 : V1225 = 32 : 35 = ^g-. 

Häufig kann man sich jedoch das Badizieren da- 
durch wesentlich vereinfachen, dass man in Faktoren 
zerlegt, und die gleichen Faktoren zu Quadraten zu- 
s amme nfa sst, z. B . : y§24Ü0 = y4.81.100 = 2.9.10 = 180, 
y2025 = >^5T81 = 5.»=45. 

Ein Dezimalhruch kann nur dann ein Quadrat sein, 
wenn er eine gerade Anzahl yon Dezimalstellen hat, 
weil der Nenner das Quadrat einer Potenz von zehn 
sein musB. Ein solcher Dezimalbruch wird also radi- 
ziert, indem man ihn^ abgesehen vom Komma^ radiziert^ 
und Im Ergebnis yon rechts nach links halb soyiel Stellen 
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abschneidet, als der gegebene Dezimalbrucli Stellen hatte« 
Z. B.: yi^ = l,l5 y^iÖ2i == 0,32, y5;00ÖiS= 0,012. 



Da das Produkt -{- 9 nicht nur aus -j- 3 mal -j- 3, son« 
dem auch aus — 3 mal — 3 entsteht, so giebt es zwei 
Zahlen, deren Quadrate beide die Zahl -f- 9 ergeben. Des- 
halb ist die Quadratwurzel aus -|- 9 sowohl + 3 als auch 
— 3. Ebenso folgt aus: 

x.x = 16 sowohl x=-|-4, als auch x = — 4; 

x,x=-Q- sowohl x=:-[-"ö'> als auch xz= — -^^ 

x.x = a2 — 2ab + b* sowohl x = a — b, als auch 
x=b — a. 

Man darf daher aas x* = a* nicht ohne 
weiteres x == a schliessen^ sondern muss 
schliessen, dass x entweder gleich -{• a, oder 
gleich — a ist. 

Um die beiden Werte, welche bei einer Quadrat- 
wurzel-Ausziehungentstehen, recht deutlich hervortreten 
zu lassen, setzt man vor das Wurzelzeichen das Doppel- 
zeichen + (gelesen: »plus oder minus**), so dass das 
Wurzelzeichen an sich immer nur den positiven Wert 
bedeutet. Z. B.: 

Aus xa=324 folgt x=+y324 = +18; 

12+V121 = 12 + 11, also entweder 23 oder 1; 

aber 12+ ym soll nur 12+11, also 23 bedeuten. 
Da die Quadratwurzel -Ausziehung immer zwei 
Werte liefert, so nennt man diese Rechenart doppel- 
deutig. Im Gegensatz hierzu bezeichnet man die im 
IL and III. Abschnitt, behandelten Kechnungsarten als 
eindeutig. Es giebt nämVvc\i immoiT tlmic eine ein- 
^g'e Zahl, welche gleicli a+\>, ^\evci\x^— ^i^ ^'svsäo.^.Xi, 
a^leiob mt b iBt [Aasgenommen AüÖl ^%\sl%\\>övä^^^ 
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olienen vieldeutigen Zeichen 0:0^0. 00,00:00, 00 — 00.] 
Aus dieser Eindeutigkeit entsprangen die Sätze, welche 
aussprachen, dass Gleiches mit Gleichem, durch Addition, 
Subtraktion u. s. w. verknüpft, wiederum Gleiches liefern 
muss. Da die Quadratwurzel-Ausziehung aber doppel- 
deutig ist, so muss der jenen Sätzen hier entsprechende 
Satz folgendermassen lauten: 

Die Quadratwurzel-Ausziehung zweier 
gleicher Zahlen liefert entweder zwei gleiche 
Zahlen oder zwei Zahlen, die sich nur durch 
das Vorzeichen unterscheiden. 

Dadurch, dass man bei der Quadratwurzel -Aus- 
ziehung zweier gleicher Zahlen auf gleiche Ergebnisse 
Bchliesst, beruhen Trugschlüsse, wie der folgende 
sogenannte Beweis, dass 11 = 5 ist, zeigt: 

Es ist 11 + 5 = 2 . 8, also auch, wenn man mit 11 — 5 
beiderseits multipliziert 11* — 5^ = 2. 8. 11 — 2.8*5, 
woraus folgt: 

11«— 2.8.11=58 — 2.8.5 
oder, nachdem 8« beiderseits addiert ist, 

11«— 2. 11.8 + 82 = 5a — 2.5.8 + 8«. 

Nun steht links das Quadrat von 11 — 8, rechts 
das von 5 — 8. Also ist 11 — 8=5 — 8 oder, indem 
8 beiderseits addiert wird, 11 = 5. 

Da aus keiner der bisher definierten Zahlen durch 
Quadrieren eine negative Zahl entstehen kann, so muss 
die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl zunächst 
als sinnlos gelten. Doch wird § 20 solchen Quadrat- 
wurzel.Formen Sinn erteilen. 
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§ 19. Irrationale Zahlen. 

(ya)8=a, wo a posltlr, aber kein Quadrat ist» 



Auch wenn a kein Quadrat ist, loll /cT eine 
Wurzelform sein, deren Quadrat genau gleich a ist. 
Indem derartige Wurzelformen auch als Zahlen be- 
trachtet werden, wird der Zahlbegrifi von neuem er- 
weitert. (Vgl. § 7 und § 11). Z. B.: /7 ist die Zahl, 
deren Quadrat 7 ist. Wiederholt man bei der neu ge- 
wonnenen Zahlform die Erörterungen, die in § 7 zu 
den negativen, in § 11 zu den gebrochenen Zahlen 

führten, so erhalten dadurch auch — ^a und -t* Sinn, 

nämlich — ^lk + }fÄ=0 und -7=*y7=l. Da die in 

§ 18 besprochenen Gesetze einzig auf der erklärenden 
Formel (ya)^ = a beruhen, so gelten diese Gesetze auch 
für die neuen Zahlformen, z. B.: )/7./5=y7T5 = y35, 

y7oo=/7Tioö=yioo.y7=io/7. 

Nach der Erklärung ist yi9 die positive Wurzel 
der Gleichung x^=:19. Setzt man in diese Gleichung 
x = 4, so ergiebt sich Kleineres, setzt man x=5, so 
ergiebt sich Grösseres. Deshalb überträgt man die 
Begriffe ngrösser** und „kleiner** auch auf die neue Zahl- 
form, und sagt, dass yi9 zwischen 4 und 5 liegt, 
obgleich man eigentlich nur meint, dass 4^ < 19 < 5' ist. 
In § 18 wurde gezeigt, wie jede positive, ganze 
oder gebrochene Zahl, die kein Quadrat ist, in zwei 
Grenzen eingeschlossen werden kann, welche Quadrate 
von Zahlen sind, die sich nur um einen beliebig 
kleinen Bruch unterscheiden. Folglich lassen sich 
für die Quadratwurzel aus einer Z*o]^, ä\ö ^^vdl Qjiiadrat 
is^, die Orenzeu beliebig nskhe Wvng<Mx. ^cä. T»,'^»\i«w 
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j/iO der TJnterscliied der Grenzen j?^ betragen, bo 
Bucht man nach § 18 die Zahl x, welche die Bedingung 
x2 < 10 < (x+ Yqöo) erfüllt, findet x=3,162 und daraus: 

3,162 < ylÖ < 3,163. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Die Quadratwurzel aus einer Zahl, die 
kein Quadrat ist, lässt sich zwar nicht gleich 
einer gebrochenen Zahl setzen, wohl aber 
in zwei Grenzen einschliessen, die gebrochene 
Zahlen sind, und deren Unterschied beliebig 
klein gemacht werden kann. 

Zahlformen, welche die eben genannte Eigenschaft 
besitzen, heissen irrationale Zahlen, zum Unterschied 
von den ganzen und gebrochenen Zahlen, die man 
rational nennt. Den Charakter der irrationalen Zahlen 
haben nicht nur die hier gewonnenen Quadratwurzel- 
formen, sondern auch noch manche andere Zahlformen 
(vgl. § 24 u. § 26). Auch die Zahl, welche für jeden 
Kreis angiebt, wievielmal so lang seine Peripherie ist 
als sein Durchmesser, ist irrational, ohne gleich der 
Quadratwurzel aus einer ganzen oder gebrochenen Zahl 

zu sein. 

Eine irrationale "Wurzel kann sowohl nach der Art 

ihrer Entstehung, z. B, /ö^ als auch numerisch an- 
gegeben, d. h. gleich einer ihr nahen rationalen 
Grenze gesetzt werden, z. B. y^==2,23607. 



Der in § 7 eingeführte Begriff der negativen 
Zahl ist schon oben auf irrationale ZsMa\i >ä!ö^sstasÄSi^ö.^ 
Sind solche negativ, so lasBen Ä^ Ä^ Vo^ tä^^Hs^^ ^^- 
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tionale Grensen einBchliessen. So folgt aas z*=s:8 ao- 
wohJ x= + KS"=+2,828 als auch x=—/8=— 2,828. 
Durch Anwendung der Rechnungsarten erster und 
zweiter Stufe, sowie der Quadratwurzel-Ausziehung auf 
irrationale Zahlen gelangt man immer wieder zu irra- 
tionalen Zahlen, falls die Radikanden der Quadrat wurzeln 

nie negativ sind, z.B.: jT. /8"= Kl6 =* ^t ^2-/2 
= 0,765 ; fb + ^= 3,9681. 

lieber das Rechnen mit Quadratwurzel-Formen sei 
noch folgendes bemerkt: 

1. Bei /ä las st sich jeder mehr als einmal 
in a vorkommende Primfaktor vor dasWur- 
zelzeichen setzen, z. B.: j'iö = /STTö = 3 . y^ 

y432 = »^2*T»=/(2«)«. 3«. 3 = 2«. 3-/3 = 12^3; 

3. Umgekehrt lässt sich der Koeffizient 
einer Wurzel unter das Wurzelzeichen bringen, 

z. B.: 3yi3 = y¥Ti3=ynT; 

3. Einen Quotienten, dessen Divisor eine 
irrationale Quadratwurzel ist, pflegt man 
durch Erweitern so umzugestalten, dass dar 
Divisor rational wird, z B.: 

2/6 2f&.y22 2y2yzy2Yn. 2 ^ 

1^22'" 22 ~ 22 ~"11 

ä. i/ni— i. i/lEL—3. ^ i/Z— i y^-yTi 

15Kl76~157l6.11~15*4*Kll~3 "(FllF 

4. Aus dem Nenner eines Bruches pfleg 
man Quadratwurzeln auch dann fortzi 

aohaften wenn diesalbau T«i\« «\kx^x ^\usi> 
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oder einer Differess sind. Es gelingt dies ver- 
mittelst der Formeln (a-|-/15)(a — yT) = a* — b und 
0^+ /15)(yir— jn5) = a — b. Z.B.: 

7-/3 49 — 3 2 2"*" 2*^'*' 

6/15 — 2f3 __ (6/15^2/3) (^fd + YTb) 
4/3 — )/l5 48 — 15 

_ 72/5 + 90-24-6/5 66 + 66/5 _^ , ,,^ 

33 "33 -2+2yö. 



§ 30. Imaginftre Zahlen. 

(/^)S = a, wo a negatlT ist. 
/rrb=/zn[./5==i/b5_/=n5=_/ri./B=— i/T; 

12 = — 1 und (— 1)8 = — 1; 18 = . i, 14 = +1. 



Auch wenn a negativ ist, soll /a eine Worzel- 
form sein; deren Quadrat genau gleich a ist. Indem 
derartige Wurzelformen auch als Zahlen betrachtet 
werden, wird der Zahlbegriff von neuem erweitert (vgl. 
§ 7, § 11, § 19). Z. B.: y^^Tist die Zahl, deren Qua- 
drat — 9 ist. Dies ist nicht etwa + 3 oder — 3, denn 
beide geben, quadriert^ die Zahl + 9. Die hiermit neu 
gewonnenen Zahlen hoissen imaginär im Gegensatz 
zu allen bisher deünierten Zahlen, einschliesslich der 
irrationalen Zahlen, welche reell heissen. Um deutlicher 
hervortreten zu lassen, dass der Badikand negativ ist, 
nennen wir ihn — b, wo nun b positiv zu denken ist. 
Da y — b eine Zahl ist, für deren Quadrat man — b 
setzen soll, so ist / — b eine W\ittä\ ^^t Q^ss^sSKsss5^ 
x.x=:— b. Diese Gleickiun^ \AwiWt ^«t >a»s^^»sÄÄ^ew, 
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wenn man — z statt x setat. Deshalb bat mas dia 
zweite Wurzel der Gleichung x . x = — b mit — '/ — b 
zu bezeichnen, wenn man die erste mit +y — b bezeich- 
net hat. 

Die neu eingeführten Zahlen kann man allen Rech- 
nungsarten und Gesetzen der Arithmetik unterwerfen, 
so lange man nicht gegen die Yorschrift v erstö ssty dass 
man — b für (+ ^ — b)* und auch für (— V — b)* setzen 
soll. Namentlich brachte man in dieser Hinsicht die 
beiden folgenden Formeln, in denen b und c positir 
zu denken sind: 

I. (+ i^^) . (+}':r) =+icr^ 

Um die Richtigkeit you I. zu erkennen, betrachte 
man -\- ^ — b als eine Wurzel der Gleichung x* = — b 
und +V+C als eine Wurzel der Gleichung y« = + c. 
Durch Multiplikation beider Gleichungen erhält man 
(x y)2 = — bc, woraus für x . y e n t w e der + V — bc 
oder — y — bc folgt Da +y-— B und + V+ c eindeutig 
waren, so kann auch das Produkt beider nur einen 
einzigen Wert haben, wenn man auch bei imagin&ren 
Zahlen an der Eindeutigkeit der Multiplikation fest- 
halten will. Welchen von den beiden gefundenen 
Werten man zu wählen hat, entscheidet am besten der 
specielle Fall c = 1. Dann kommt 

Wenn man demnach auch für imaginäre Zahlen den 
Satz aufrecht erhält, dass eine Zahl durch Mul tipli- 
kation mit 1 unverändert bleibt, so ergiebt sich -f- 1^ — b. 
Damit ist I. bewiesen. 

Um die Richtigkeit von 11. zu erkennen, verfährt 
man ähnlich, indem man x* = — b, y* = — c setz t und 
aus x^y^= +ho findet, dass x y entweder gleich + 1^+ b o 
oder gleich ~f^\^Q vi^. Die ^nta<i\i«v^^xi\^ «t^^^*^ i^^ 
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dann , i ndem man speciell o = b setzt und beachtet^ dass 
V — b . i — b ein Produkt ist, das nur gleich — b ge- 
ge tzt w erden darf, weil man sich durch die Definition 
(}/Zrb)8=—b verpflichtet hat, jdb.yiTFss^b zu 
setzen. 

Aus der umgekehrt gelese nen F ormel I. ergiebt sich 
für b = l, dass + V — c = (+ V — l) • (+ V^ ist> woraus 
auch — yZI^ = (— }/Zri) . (_|. jTS) folgt. Hieraus folgt 
der Satz: 

Jede imaginäre Zahl ist gleich demPro- 
dukte einer reellen und zwar positiven Zahl 
mitderZahl+y — 1 ode r mit der Zahl — V — 1. 
Deshalb nennt man -}- f — 1 und — V — 1 die imaginären 
Einheiten und gebraucht für dieselben besondere Zeichen, 
nämlich + i und — i. Z.B.: 

1^=4 = 1^=1. /4 = i.y4=2i; 

-l/-T=-'-)/|=-T'« 

Das Rechnen mit imaginären Zahlen bietet gar 
keine Schwierigkeit, wenn man jede derselben als posi- 
tives oder negatives Produkt von i und einer reellen 
Zahl auifasst, mit i wie mit einem beliebigen Buch- 
staben rechnet, aber immer dabei beachtet, dass (+i)^ 
= — 1 uud ( — i)- = — 1 zu setzen ist. Z. B.: 
(3.}/=5)(2|^^2Ö) = 3i/5".4.f5"=60i; 

(3.1^— 5)(2y— 20) = 3iy5.4iK5 = 60i2= — 6O5 
(|Cri)3=i3 = i2.i = (_l).i=_i. 

(|/=I)l = i4 = i2.i2 = (__l)(_l) = + l; 

i5 = i*.i = (+l)i = + i, 
i«=i4.i2 = i2^_l^ 

i^= — i, i®=-|-l u. s. \7. 
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Sind a nnd b reell, eo ist die Gleicliaiig ia»*b 
nur möglich, wenn a und b null sind. Denn ans i a »« b 
folgt durch Quadrieren i'a*«"b* oder — a'=»b2, eine 
Oleichung, auf deren rechter Seite eine reelle Zahl 
steht, die nicht negatir sein kann, und auf deren linker 
Seite eine reelle Zahl steht, die nicht positiv sein kann. 
Die Gleichung enthält also nur dann keinen Wider- 
spruch, wenn a und b beide null sind. Folglich gilt 
der Satz: 

Das reelle Zahlengebiet und das ima- 
ginäre Zahlengebiet haben nur die Zahl 
Null gemeinsam. 

Wenn man Zahlen , die reell oder imaginär sind, 
durch Multiplikation oder Division verknüpft, so ge- 
langt man immer wieder zu Zahlen, die reell «der ima- 
ginär sind. Denn: 

a(ib)=i(ab); (ia)(ib) = — ab; 
a:(ib)"«»ia:(i2b)= — i(a:b), ia:( — b)=* — i(a:b); 
ia : ( — ib)= — (a:b). 

Ebenso führt die Addition und Subtraktion von 
zwei Zahlen, die beide imaginär sind, stets zu einer 
imaginären Zahl^ nämlich: 

ia+ib=»i(a + b); ia — ib = i(a — b). 

Wenn man aber zwei von null verschie- 
dene Zahlen, von denen die eine reell, die 
andere imaginär ist, durch Addition oder 
Subtraktion mit einander verknüpft, so ge- 
langt man zu einer Zahlform, von der sich 
nachweisen lässt, dass sie weder reell noch 
imaginär ist. Denn wäre a+ib^'r, wo r reell ist, 
so müsste i b »^ r — a, also nach dem obigen Satze b »= 
Bein, was der Voraussetzung widerspricht. Ebensowenig 
kann a-f-ib rein imaginär, also elNva ^«iv^ \t ^«o^* 
•Deim dann müsste a«=i(r — \>\ «2laQ »i umXL %«vii^ ^vä 
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oiclit der Fall sein soll. Die so neugewonnene Zahl- 
form a-f-ih nennt man imagin&r-komplex oder 
kurz komplex. Oft nennt man auch die komplexen 
Zahlen imaginär nnd kennzeichnet diejenigeni bei denen 
a null ist, die also von der Form ib eind, als roin- 
imaginär. 

Die Zahl form a-f-i^» woannd b beliebige 
positive oder negative, rationale oder irra- 
tionale Zahlen oder auch null sind, ist die 
allgemeinste Zahlform, auf welche die Ge- 
setze der Arithmetik führen; sodass auch die 
im VI. Abschnitt behandelten Bechnuugsarten dritter 
Stufe auf keine neuen oder noch allgemeineren Zahlen 
führen. Mit a+ib sind also die in § 7, § 13, § 19 
ermöglichten allmählichen Erweiterungen des Zahlbe- 
griffs zum Abschluss gelangt. 

Wenn zwei komplexe Zahlen a-(-ib nnd a'-f'^^' 
gleich sind, so fliessen daraus Kwel Gleichheiten zwi- 
schen reellen Zahlen, nämlich sowohl a^^a' als auch 
b-= V. Denn ausa+ib — a'-|-iV folgt a— a'>s i(b' — b). 
Nun haben aber das reelle und das imaginäre Zahlen- 
gebiet nur die Zahl Null gemein, also muss a — a' und 
V — b null sein, d. h. a»«a' und b-=b'. 

Dass man beim Rechnen mit komplexen Zahlen 
durch Anwendung der bisher definierten Recfinungsarten 
immer wieder auf komplexe Zahlen stösst, zeigt fol- 
gende TJebersicht: 

1. Addition: (a+ib)-f (c-f id)=«=a + c + i(b-f d)j 

2. Subtraktion: (a+ib)~(c+id)=a— o-|-i(b-d)j 

3. Multiplikation: 

(a + 1 b) (c + i d) = ac — bd -f i(ad + be); 
4* Division: 

a-fib __ (a-{-ib)(o — 14"^ ^<^^\^^ > ^^ — ^^^ 
0+id c^ — i^d» ^^"^^"^ f?^"^^^ 
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5. Qua3rierung: (a + ib)2 = a2 — b^ + i.2ab; 



6. Eadizienmg: ya + ib = ]/-|" + y]/*^ + ^^ 

Von der Richtigkeit der letzten Formel überzeugt 
man sich dadurch, dass man ihre rechte Seite quadriert^ 
wodurch man durch Vereinfachung a^ib findet. 



§ 21. Quadratische Gleichungen mit einer 

Unbekannten. 

Wenn x« + ax + b = Ist, 



80 ist X = 



2 



t)/(i)'-.. 



Rein- quadratisch heisstjede Gleichung^ welche 
•ich auf die Form ex^ = f bringen lässt. Ihre Lösung 

f 
besteht im Radizieren (§ 18) von — . Ihre Wurzeln 

heissen also + 1/ — und — y — . 

Gemischt-quadratisch; allgemein-quadratisch 
oder auch nur quadratisch heisst jede Gleichung^ welche 
sich schliesslich auf die geordnete Form 

xa + ax + b = 
bringen lässt, wo a und b, die beiden Koeffizienten der 

Gleichung, bekannte Zahlen sind. Ihre Lösung besteht 

/ a \2 
darin^ dass man b transponiei*t, beiderseits I— ) addiert, 

wodurch man Jinka das Quadrat yotx x-V -r «^^H.> ^wä 
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radiziert, und endlich + -^ transponiert. So ergiebt sich 

die in der Ueberschrift genannte Formel| die zwei 
Werte von x liefert. Z, B.: 

11 X — 19 7 — X 

giebt durch Vereinfachung zunächst: 

6x2— 16x— 6 = a 
Daraus folgt die geordnete Form: 

x? _ i-x _ 1 = 0, 
woraus durch Auwendung uaserer Formel sich ergiebt: 

»= 3-±)/-9- + i-=T±F'9" T±T' 

also X entweder gleich -j- 3 oder gleich 5-. Beide 

AVerte befriedigen die gestellte Gleichung. Die beiden 
Werte von X; die man aus einer quadratischen Gleichung 
erhält, nennt man auch ihre AVurzeln, 



Unterscheidet man die beiden Wurzeln einer qua- 
dratischen Gleichung dadurch, dass man sie xi und xa 
nennt, so hat man: 



xi 



-y*m^-—T-m^^- 



Addiert man nun xi und X2; so erhält man: 

a a 

X1 + T2 Y'T *' 

Multipliziert man xi und X2, so kommt: 
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Diese KesnUate Geissen in Worten: 

1. Die Summe der beiden Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung ist gleich dem mit 
minus eins multiplizierten Koeffizienten 
von X in ihrer geordneten Form. 

2. Das Produkt der beiden Würz ein ein er 
quadratischen Gleichung ist gleich dem von 
X freien Gliede in ihrer geordneten Form« 

So ist bei dem obigen Zahlenbeispiele 

xi + X2 = 3 g- = -^und xi.X2 = 3.f— yj= — 1. 

Setzt man umgekehrt in x^-h^x-f-b den Koeffizi- 
enten a = — (xi -h ^2) ^^^ 1> = -t~ ^1 ^2f 80 erhält man : 

x2 + ax+b = x2 — X(X1 + X2) + X1X2 = (X — Xl)(x — X2). 

Diese Formel lehrt, wie man einen quadrati- 
schen Ausdruck x^-j-a^H"^ ^^ ^^^^ Faktoren 
ersten Grades, nämlich x — xi und x — X2 zu zerlegen 
hat. Um z. B. x* — 16x^-39 in zwei Faktoren zu zer- 
legen, setzt man x* — 16 x -f 39 = 0, lösst die erhal- 
tene Gleichung und setzt die gefundenen Wurzeln in 
(x — xi) (x — X2) für XI und X2 ein. Da die Wurzeln hier 
13 und 3 sind, so muss x^— 16x+39 = (x — 13)(x — 3) 
sein. Hat x^ einen andern Koeffizienten als 1, so hat 
man denselben vorher abzusondern, z. B.: 

3x8-17x+20=3fxa-^x + ^i=3(x-4)(x— ) 

= (x-4)(3x-5). 



Die Wurzeln einer quadratischen Gleichung kSnnen 

auch irrational werden. Z. B. liefert die Gleichung 

x^—10x+23=0 die Wurzeln x=5 +/2'=6,414 oder 

3,586, Auch können die KoeÄzVöü^Äii i^f^^X. ^Oqöti 

UTAtiontd Bein. Z. B. liefert die QleVoYiuti^ x^-V'i^^^— V 
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= die Wurzeln — |/3"+ 2 = + 0,268 oder — 3,732. 
"Wenn die Koeffizienten einer quadratischen Gleichung 
reell sind, so könnten trotzdem die beiden Wurzeln 
komplexe Zahlen werden. Dann aber müssen sie 
konjugiert- komplex sein, d. h. sich nur durch 
das Vorzeichen der imaginären Einheit i unterscheiden, 
z. B. liefert die Gleichung x^ — 6x-|-14:=0 die Wurzel 
3 + i}/5"=3 + i. 2,236 oder 3 — i. 2,236. 

Aus der Gestalt der Formel x = — ^ i 1/ ( — ) — ^ 

ergiebt sich, dass die Wurzeln der quadratischen Glei- 

/ a \^ 
chuug x''-}-ax-|-b=0 reell sind, wenn ( — ] >b ist, 

/a\2 
reell und einander gleich sind, wenn (~^) = ^ ist, kon- 

jugiert-komplex sind, wenn (—1 < b ist. 

Aus den Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
und den Wurzeln einer quadratischen Gleichung, wo- 
nach b = Xi,X2, a = — (X1 + X2) ist, folgen für den Fall, 
dass a, b, X], X2 reell sind, folgende Sätze: 

1. Ist b negativ, so ist die eine Wurzel 
positiv, die andere negativ. 

2. Ist b positiv, so sind die Wurzeln ent- 
weder beide positiv oder beide negativ, je 
nachdem a negativ oder positiv ist. 



Für die praktische Lösung von Gleichungen, die 
sich auf quadratische Gleichungen zurückführen lassen, 
ist folgendes zu beachten: 

1. Gleichungen vierten Grades, die ausser ^\vä\^ 
von X freien Glieds nur x^ uxid t^ ^tsJCcv^V^sö.^ nr^^^^-^ 
gelöst, indem man x- als X5nbekaTiTi\.fe\i^\x^^'^^^* 'Ti..^^ 
Schubert, Arithmetik und MgebT«i« 
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X* - 10x«—96=0ergiebt(x«)i=+16,(x«)2=:— 6, woraus 
für X vier Werte hervorgehen, n&mlich Xj = + 4, X2 = — 4, 

x8=+iy6;x4=— i/6: 

2. Symmetrische Gleichungen vierten 0-radea, 
d. h. Gleichungen von der Form x*-|-ax8 + bx* + ax+l 
= oder x*+ax* + bx2 — ax-f-l = 0, werden dadurch 

gelöst, dass man die neue Unbekannte y=x4- — oder 
y = x — — einführt. Z.B.: 4x*— 25x8+ 42x8— 25 x 

X 

+ 4 = ergiebt 4 (^^+^) - 25 [x + ~W 42 = 0. 



Setzt man nun x+— =y, also x* + -;;;j + 2 = y*, so er- 



— =y, also x*+ — 
X •" ' X 

hält man: 

4 (y*— 2)-25y+42=:0, 

woraus y^ = 4 -j-; 72 ^^ 2 sich ergiebt. Daher muss einer- 
seits X + — =4 — - andrerseits x H =2 sein, woraus 

' X 4 X ' 

folgt : Xi = 4, X2 = -7-, X8 = 1, X4 = 1. Da eine symme- 
trische Gleichung sich auf die Form 

a(x.+ ^)+b(x+^) + 0=0 

bringen lässt, und diese Form durch Yertauschung von x 

und + ^ in sich selbst übergeht, so muss, wenn x = A 

Wurzel einer symmetrischen Gleichung ist, dies anoh 

a. ^ ■ 
X = H sein. 

-^ a 

3, Wurzeln^ unter denen die Unbekannte vor- 
kommt, rnäsaen zunächst durch TtatiÄipomwwv isoliert 
werden, dann erst muss quadriert "vwdftTi. 7**"^a 
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a) 18 — 3 Vx = X ergiebt zunächst 18 — x = 3»^ 
woraus durch Quadrieren folgt: 324 — 36x + x* ^ 9x 
oder x2 — 45 X + 324 = 0, also Xj = 36, Xg = 9. Durch 
Einsetzen erkennt man, dass nur x = 9 die gegebene 
Gleichung befriedigt, während x = 36 die Gleichung 
18 + 3 Y x = x er füllt. 

b) ]/2x+ 3 — V^x+l=]/ir^ ergiebt zuerst: 
2x+3— 2 }^(2x + 3)(x +l)+x + l = x — 2 oder; 
2x+6= 2V2x2 + 5x + 3oderx+3 = y2xa + 5x + 3, 
oder quadriert: x2 -f- 6] x + 9 = 2 x* + 5x + 3, wo- 
raus Xi = -f- 3, X2 = — 2 folgt. Die Einsetzung von 
x = -f-3 ergiebt, dass x = 3 Wurzel der ursprünglich 
gegebenen Gleichung ist, während x = — 2 die Gleichung 
F2x4l^+yx+l=:yx — 2 erfüllt. 

4. Wenn beide Seiten einer Gleichung einen gemein- 
samen, X enthaltenden Faktor besitzen, so zerfällt 
die Gleichung in zwei Gleichungen. Die eine entsteht, 
indem man jenen Faktor gleich null setzt, die andere, 
indem man den Faktor überall fortlässt. Z. B.: (x* — 4)x 
= (x — 2) (x + 5) ergiebt einerseits x — 2 = 0, also x^ = 2, 
andrerseits (x-f-2)x = x-f 5 oder x^-f-x — 5 = 0, wo- 
raus X2=— -2" +-2" ]/21, X3=— -^---g-p^^^^^- 
Bei symmetrischen Gleichungen fünften Grades er- 
scheint X- — 1 oder x+ 1 als gemeinsamer Faktor. Z. B.: 
4x5 — 21 x*+17x8+17x2 — 21x + 4 = ergiebt zuerst 
4 (x5 + 1) — 21 X (x8 + 1) + 17 x2 (x+ 1) = 0. Da jedes 
Glied durch x -|- 1 teilbar ist (§ 12), so erhält man 
x-f- 1 = 0, d, h. Xi = — 1 und ausserdem: 

4(x4-x3 + x2-X+l)-21x(x2-X+l) + 17x2=:0, 

woraus durch Vereinfachung die oben gelöste symme- 
trische Gleichung vierten Gradea «w\ä\.^\.^ '8^»^^^'?^ 

^J = 4, Xg= — ^ X4=l, X5=:l \iW%.\3L^WSiXfiJ^% 
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Bei den eingekleideten quadratischen G-Iei- 
chungen ist dasselbe zu beachten, wie bei den einge- 
kleideten Glei-chungen ersten Grades (§ 16). Von den 
beiden Werten aber, welche man aus der arithmetisch 
ausgesprochenen Gleichung immer erhält^ giebt nicht 
immer jeder eine Antwort auf die in Worten gestellte 
Frage. Wenn z. B. x eine Anzahl Personen bedeutet, 
so kann nur ein positiv-ganzzahliger Wert von z die 
gestellte Frage beantworten. Es sei z. B. die folgende 
Aufgabe gegeben: 

n Nachdem bei einem Diner ein Toast gehalten ist, 
stösst jeder mit jedem andern an. Man hört 120 mal 
Gläser zusammenklingen. Wie viel Personen nahmen 
an dem Diner teil?** 

Ist X die gesuchte Zahl, so erhält man, da jeder 
mit X — 1 Personen anstösst, ein Anstossen des A mit 
B und des B mit A aber als nicht verschieden giltp 
den Ansatz: 

Y X (x — 1) = 120 oder x2 — X — 240=0, 

woraus Xi = +16, X2:= — 15 sich ergiebt. Der Wert 
X2 = — 15 ist für die vorliegende Einkleidung unbrauch- 
bar. Die Antwort lautet also eindeutig: ,Es nahmen 
16 Personen teü**. 

§ 22. Quadratische Oleicliungen mit mehreren 

Uiibekaniiten. 

Wenn zwei Gleichungen mit zwei unbekannten ge- 
geben sind^ so hat man daraus eine einzige Gleichung 
mit nur einer Unbekannten abzuleiten, diese zu lösen, 
und aus den erhaltenen Wurzeln die gesuchten ünbe- 
kannten zu bestimmen. Sind die ursprünglich gegebenen 
Gleichungen beide allgemeine G\e\Ci\iuii^wiT»"^«v\«ii^x%.- 
dea zwischen x und j, also 3odo ^on ölw "^^xm*. 



{ 
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ax8 + bxy + cy2 + dx+ey + f=0, 
so bangt die Auffindung der Werte der Unbekannten 
im allgemeinen von der Lösung einer allgemeinen 
Gleichung vierten Grades ab, die also die Form hat : 
Ax*+Bx3 + Cx« + Dx + E = 0. 
In besonderen Fällen jedoch gelingt es, die Auf- 
findung der Werte der Unbekannten von der Lösung 
einer oder mehrerer Gleichungen zweiten Grades ab- 
hängig zu machen. Yon diesen Fällen sind die fol- 
genden am wichtigsten. 

1. Die eine Gleichung ist ersten Grades. 
Z. B.: 

4x + y = 6 

2x2 — xy+y« = x4.3. 
Man drückt vermittelst der Gleichung ersten Grades 
die eine Unbekannte durch die andere aus, hiery=6 — 4x, 
und setzt den erhaltenen Ausdruck in die andere Glei- 
chung ein. Dadurch kommt hier: 

2x2 — (6 — 4x)x + (6 — 4x)2 = x+3 

5 3 

oder: 22x2 — 55 x+ 33=0 oder x2 — — x+y=0, vo- 
raus folgt: 

Xi = 1 und X2 = lg-, woraus durch Einsetzung in 

die Substitutionsgleichung folgt: yi = 2, y2 = 0. Man 

erhält also zwei Wertepaare: entweder x= 1 und y = 2 

1 
oder x = l— , y = 0. 

2. Aus den beiden gegebenen Gleichungen 
entsteht durch Elimination der quadrati- 
schen Glieder eine dritte Gleichung, die 
vom ersten Grade ist und mit ir^^\^^ ^vtv^^ 
der ^e^ebenen GleicYiutigöXi ^.^3L -^^V^K^^^^ 

ist, wodurch Fall 2 a\ii ^ «w\\ Y i.xi.VNi.^^%^ 
fährt ist. Z. B.: 
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8xy + x — 5y = 6 

x(j + l) = 8 
Dadurch, dass man die zweite OleicHuDg mit 3 multi- 
pliziert, daun Yon der ersten subtrahiert, wird das 
quadratische Glied xy eliminiert. Dann kommt: 

— 2x — 5y = — 19, also x= — ^ — f 

daher durch Einsetzung: 

(19 — 5y)(y + l) = 16 oder öy« — 14y — 3 = 0, 

woraus yi =" 3, yg = — r* ^olgt, was mit x^ = 2, X2 = 10 

zu verbinden ist. 

3. Die Einführung einer neuen Unbe- 
kannten bewirkt, dass die eine Gleichung 
nur noch diese, also eine einzige Unbe- 
kannte, enthält. Namentlich gilt dies, wenn diese 
Gleichung homogen ist, d. h. nur quadratische Glieder 
enthält. Z. B.: 

x« — 3xy + 2y2 = 

x^ + y2+10 = 7x + 5y. 
Man dividiert die erste Gleichung durch y*, setzt 

— = t und erhält : 

y 

t8 — 3t + 2 = 0, also ti = l, t2 = 2. 

Nun setzt man einerseits — = 1, alsox = y, andrer- 

y 

seits— ^2, also x = 2y in die andere Gleichung ein« 

Dann kommt: 

2y2 — 12y + 10=0 und 5y2- 19y+10 = 0, 

19 1 / 
also: 7j = 5, ya = l sowie y8,4= löiiöK^^^' ^^® ^^' 

g^ebörigen TTerte von x folgen a\x^ x= ^\^^'l^ «^'=^^^ 
«Ao x,=5, ^^ = 1 und x,^=^-|il\Y^V. 



{ 
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4. Die Einführang mehrerer neuer TTn- 
bekannten vereinfaoht das gegebene Glei- 
chungssystem. Namentlich beachte man» 
dass, wenn man x + y = 8, x — y = d, x* + y* = <l, 
xy==p setzt, zwischen 8, d, q, p die Gleichungen 
bestehen: 

B* = q + 2 p 
d8 = q-2p. 

Kann man vermittelst dieser undderge- 
gebenen Gleichungen 8 und d bestimmen, so 

ist das Ziel erreicht, da x=~(s+d), y = ";;r(s— d) 

ist. Z. B.: 

rx« + y« = x + y + 8 

^ \ xy=x+y+l 

Durch Einsetzung der neuenlJnbekannten erhält man : 

q = s + 8 
p = s+l 

Dazu gesellt sich 8^ = q4-2p. Also kommt durch 
Elimination von q und p: 

82 = 8 + 8 + 2(8+1) oder s« — 38 — 10 = 0, 
woraus 8i = 5, 82= — 2 folgt, daraus qi = 13, q2 = 6 
Pi = 6, Pa= — 1. Benutzt man nun, dass d* = q — 2 p 
ibt, so kommt (d')i = 1 und (d^)^ = 8. Man hat also 
ß = 5 mit d = +l und ausserdem 8 = — 2 mit d = + 2/2 
zu verbinden. So erhält man die vier Wertepaare: 



{ 
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-1-/2 
-1 + 1^ 



xi = |3|2|_l + f2 
yi = |2|3|— I-V2 
ix + xy + y = 19 

""^ \x2 + x2y2 + y2=169. 

Trotzdem die zweite Gleichung vierten Grades l&i^ 
gelingt die Lösung mit Hilie (^M8A£«XA]ibK;^<^x Q^ss^j^asis^^ijs^. 
MsLik erhält nämlich: 
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8 + p = 19 

q + pi==169 

s* = q + 2 p 
also: (li) — p)2 = (169 — p2) + 2p 

ader: 2p^—40p + 192 + 0, 

also pi = 12, p2 = 8, daher s^ = 7, 83 = 11, qt = 25, 
qe = 105, woraus folgt : (d*)i = 1, (d^j^ = 89. Daraus 
ergeben sich die vier "Wertepaare: 



y= 









5^+ 



Man beachte, dass auch x* + y^, x^ — y', x* + y^» 
x^ — y^ u. 8. w. sich leicht durch s, d, q^ p ausdrücken 

lassen, nämlich: 

x8 + y3 = (x + y)(x2 — xy + y2) = 8(q — p), 

x3_y3 = (x — y)(x2 + xy + y2) = d(q + p)i 

x4+y* = (x2+y2)2-_2x2y2=:q2_2p2, 

x*-y*=(x '+y2) (x2-y2)= (x2+y2) (x+y) (x-y> = q s d, 

x6_j-y5=(x+y)(x*— x3y-|-x''y2— xy8+y*)=8(q2— T»2— pq)^ 

5. Durch Absondern eines Faktors auf 
beiden Seiten der einen Gleichung zerfällt 
das gegebene Gleichungs- System in zwei 
einfachere Systeme. Z. B. : 

rx* = y4 + 3(x2 + y2j 

\xy = 2 

ergiebt : 

r (xa + y2) (x2 _ y2) = 3 (x2 + y«)l 

\ xy = 2 V 

/ xä + ya = \ 

/xa_y2=3^ 
. >. Durch Lösung dieser beiden Oleichongs» 

syateme erhält man: 



also hat man einerseits 
y2= 



andrerseits 
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x=IH-i 
y= 1-i 



1-i 

1 + i 



1 + i 
1-i 



-1-i 

-1 + i 



+ 2 
+ 1 



2 
1 



+ i 
-21 



— 1 

+ 2i 



Gleichungssysteme mit mehr als zwei unbekann- 
ten löst man nach dem Vorbilde des oben besprochenen 
ersten Falls, wennnureine Gleichung Tom zweiten 
Grade ist. Sind mehrere Gleichungen quadratisch, so 
sucht man einfachere Gleichungen abzuleiten oder durch 
Einführung neuer Unbekannten eine Vereinfachung des 
Gieichungssystems zu bewirken, und so schliesslich das 
Hauptziel^ die Aufstellung einer quadratischen Gleichung 
mit nur einer Unbekannten, zu erreichen. Z. B«: 

x+y+z=6 
x2 + yz = 7 
xa + y2 + z2 = 14 
Man kann hier y + z, y.z und y^+z^ durch x aus- 
drücken. Wenn man die erhaltenen Ausdrücke dann 
in (y + z)2 := (y2 -)- z2) -f- 2 (y z) einsetzt, erhält man eine 
nur z enthaltende Gleichung, nämlich: 

(6 — x)2=14 — x2 + 2(7 — x2). 
Hieraus findet man x^ = 2, X2 = 1| daraus durch 
Einsetzen y und z. 



VI. Abschnitt. 

Eeclmiingsarteii dritter Stufe. 
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23. Folenzen mit ganzzahligen Exponenten. 

1) 2) 8) p) 

I. ai' = a . a • a . • • a (Erklärende Formel) ; 

II. aP . a^ = aP+9 ^ Verteilongs- 

III. aP : a^ = aP— ', wenn p > q > formeln bei 
IT. aP : a^ = 1 : a^— p, weuik ^> ^\ ^f^^ÄKt^^fcsSÄN 
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} 

VII. (bPY^ = aP** 1 

Till. (»')«.= (ar) VerWndun^frmel.f 



Y. a^ • b'i = (a • b)*^ \ TerteilnnfirsformelB 
Tl. a*! : b"! = (a : h)*^ f bei gleichem Exponenten | 



IX. ao = 1 ; 

X. a-P = 1 : a^ 



Eine Zahl a mit einer Zahl p potenzieren, 
heisst, ein Produkt von p Faktoren bilden, 
von denen jeder a heisst. Die Zahl a, welche 
als Faktor eines Produkt gesetzt wird, heiisst Basis, 
die Zahl p, welche angiebt, wie oft die andere Zahl 
a als Faktor eines Produkts gesetzt werden soll, heisst 
Exponent. Das Resultat der Potenzierung, welches 
man aP schreibt und ,,a hoch p" liest, heisst Potenz. 
Man nennt aP wohl auch ,,die p-te Potenz von a.** Da 
der Exponent ein „wie oft" zählt, so kann derselbe nur 
ein Ergebnis des Zählens, also eine positive ganze Zahl 
sein. Dagegen kann die Basis jede beliebige Zahl sein. 

Z. B. : (- 3/ = (- 3) (- 3) (- 3) (- 3) = + 81, (|-)' 

= (l)(|-)(T) = il5'^ = 0-0-0-0.0=0. Da man 

a als Produkt von einem Faktor auffassen kann, so 
setzt man a^ = a. 

Spezielle Potenzen, nämlich diejenigen, welche den 
Exponenten 2 haben, sind unter dem Namen „Quadrate" 
schon im V. Abschnitt ausführlich behandelt. Die Po- 
tenzen mit dem Exponenten 3 heissen auch „Kuben** 
und die dritten Potenzen der natürlichen Zahlen „Kubik« 
zahlen", Ausdrücke, die sich dadurch erklären, dass 
man^ behufs Bestimmung dea Volumens eines Kubas, 
d. b. einf*<i Würfels, die Maaasza\i\ aei\\iet YiÄ\iX.«k\i^^\i^^ 
^ ^u j>otenziereü hat. Die eraleu 7.«i\ml^\>^ü'^'w^'^^ ^^^ 
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1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 612, 729, 1000. 

Auch Potenzen von höheren Exponenten sind in 
den vorangehenden Paragraphen, von § 8 an, wiederholt 
Torgekommen , jedoch immer nur als abgekürzt ge- 
schriebene Produkte behandelt. Von jetzt an soll 
aber die Potenzierung als eine besondere Rechnungs- 
art betrachtet werden, die aus der Multiplikation ebenso 
entsteht, wie diese aus der Addition entstand, und des- 
halb auch dritter Stufe hoissen muss. 



Die Formeln II bis VIII folgen aus der Erklä- 
rung der Potenzierung mit Benutzung der Gesetze der 
Multiplikation und Division, sie entsprechen ganz den 
auf die Maltiplikation bezüglichen Formeln des § 8 
und sind analog zu beweisen Zwischen den Gesetzen 
der PotenzieruDg und denen der Multiplikation be- 
steht nur der wesentliche Unterschied, dass bei der 
Potenzierung das Vertauschungsgesetz ungültig 
ist, da im allgemeinen a^ nicht gleich b* ist. 

Das Rechnen mit Potenzen, deren Exponenten auch 
r>uchstaben- Ausdrücke sein können, zeigen folgende 
lieispiele : 

1. (aPbq~8)(abi-H) = aP+i.bq-3+q+* = aP+i.b2q+i; 

2. (a5x-yb'^+3y) : (a*»-yb»+2y)=a5«-J-*«+y.b«+3y-« -2y 
= a^.bT; 

3. (2 a)3'> . (4 a)3b = 2^->. 43». a»»>. a^b = S^b. a«»> = (512a6)»>; 

/ 1 \2 100 a2 lOQ 

4. (-33a) (0,45)3 : (3 a)B = + -^ . _-_ , sTaS 

^ 3 

SUa 

5. (a + b)«» (a — b)« = [(a + b) Ta — h)\'^ = (9? ~ l^'^^^x 

7. Man beachte, dass (a-\-^> ii\c:ViV ^^-^^ ^ ^^^ *2(^^\ 
Ist die Basis einer PoteM m^Vt ^va» NiV^^'^^ ^'^ 
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oder ein einzelner Buchstabe, 'sondern ein Ansdnie1t| so 
ist derselbe in eine Klammer einzuschliessen. Da- 
gegen macht die höhere Stellung des Exponenten eine 
Klammer um denselben überflüssig. 



Nach der Erklärung der Fotenzierung sind a^ und 
a-~°, wo — n eine negative ganze Zahl ist, sinnlose 
Zeichen. Auch Produkte, deren Multiplikator null oder 
negativ ist, waren nach der ursprünglichen Erklärung 
der Multiplikation sinnlose Zeichen. Doch erhielten 
solche Zeichen in § 8 dadurch Sinn, dass man sie als 
Differenzen (§ 7) auffasste und erklärte^ dass man mit 
solchen Differenzen ebenso multiplizieren wolle, wie mit 
Difierenzen, die eine positive Zahl darstellen. In der- 
selben Weise verfährt man mit den Potenzformen 

aP und & -». 

Man setzt also aO = aP— p, hebt die Beschränkung 
p > q in Formel III auf, und wendet dieselbe, um- 
gekehrt gelesen, an. Dann kommt: 

a^ = aP— P = aP : aP, also = l. 

Ebenso setzt man a— n = aP-(P+n), hebt die Be- 
schränkung p > q in III auf, findet dadurch aP : aP + », 
wendet nun Formel IV an, und erhält 1 : a°. Hiernach 
haben auch Potenzen, deren Exponenten null oder ne- 
gativ sind, Sinn bekommen, nämlich: 

aO = i, a-n = l:aa. Z. B.: 

120 = 1; (-|)'=l5 4-3 = 1:48=-!; 

\3/ \2; 4' ^ "^^ '—2)2 4 

Für derartige Potenzformen gelten dieselben Ge- 
sefze, wie für eigentliche Potenzen. '^vV'BXVi^ ^<Kt \ä. 
^ativen Exponenten kann mau i^^ö "PoVexvL wä ^^^ 
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Nenner eines Bruches in den Zähler nnd ans dem 
Zähler in den Nenner stellen, indem man das Vor- 
zeichen des Exponenten in das entgegengesetzte ver- 
wandelt. Z. B.: 



a 



m 



«. T o aßb-8c-2 a«d*e 



§ 24. Wnrzeln. 

I. IJ^j =:a (Erklärende Formel); 

n, — 

II. i/au = a; 



n ,_ n ._ 



III. j/a •]/l) = }/aTb 



n, B 



IV. I^^a :|/b = j/a:l) 



Terleilangrsformeln; 



TL 



y?«='F 



'- Terbindangsformelii ; 



TU. |/a"*» = i/a^; 
Till, (l/a) =&) anch wenn a keine n-te Potenz Ist. 



"Wenn man in b» = a nicht, wie beim Po- 
tenzieren, b und n als gegeben^ a als gesucht, 
sondern a und n als gegeben, b als gesucht 
betrachtet, so entsteht die zur Potenzierung um- 
gekehrte Rechnungsart, welche TiB-adlzv^YvsA^^ Vi'sv \ä- 
liebigem Exponenten " oder kurz „"EL a d.\T.\ ^x xsl^Jl^^ Xsssnsj^- 
Man versteht also unter ^n-ter 'W \xti.^\ «b\x^ ^> ^?*" 
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schrieben Va, die Zahl, welche, mit n poten- 
ziert, agiebt. Demnach ist IV'aJ =a die erklä- 
rende Formel der Kadizierung. Ebenso ist Va" =t a. 



n. 



weil l^a^ die Zahl bedeutet; welche, mit n potenziej t, 
a° giebt, und die Zahl a diese Forderung erfüllt. Die 
Zahl, welche ursprünglich Potenz war, heisst bei der 
Radizierung Radikandus, die Zahl, welche Potenz« 
Exponent war, Wurzel-Exponent und die Zalil, 

welche Basis war, Wurzel Es ist z. B. bei i'81 = 3 

die Zahl 81 der Radikand, 4 Wurzel-Exponent, 3 Wurzel. 
Ist der Wurzel-Exponent die Zahl 2, so pflegt man ihn 

fortzulassen, z, B. /36 = 6, Für diesen speciellen Fall 
ist die Wurzel schon im Y. Abschnitt (§ 18) behandelt. 
Die Beweise der Formeln III bis VII ergeben sich 
aus der Erklärung der Wurzel in analoger Weise, wie 
sich die Formeln des § 10 aus der Erklärung der Di- 
vision ergaben; nämlich: 

ni ist richtig, weil ^y'a. }/b]° = [y^)°. (^hY 
^ a . b ist ; 

IV ist richtig, weil C^^ ''^^f= [Y^'' - ^^T 
= a : b ist; 

V ist richtig, weil \[^ b.\ = (/*) = a^ ist; 

VI ist richtig, weU (l/j^"^) = (l/y^) 
=r i^al = a ist; 
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yn. ist riclitig, weil (j/'^V' = [(j^'*^)T ^ '•**^° 
= a'^^i ist. 

Wie durch Anwendung dieser Formeln sich Aus- 
drücke, die Wurzeln enthalteui umformen lassen, zeigen 
folgende Beispiele: 

1. y a'^P-« . /a^ = ya'^P-^+^+* = f^^^l 

5^ 5- 6 6 5. 5,— 

3. )^ = fa^ö . B?= ya,^ . Yb? = f (a«)* . f^ 

= a» . yä?; 

4^ 6. 8- 24; 24. 24y 

4. ya^b . y a^b». /ab = ^»^6 . /a^b^a . jA^ 

24 24, 

= ya2»b2i=a.ya5b^M 

5. T/yä3^= 1/5/^^= J^Tb^T 

G. Man beachte, dass Va. Va nicht gleich Va ist; 

n n — n — 

7. Man beachte, dass l/a+b nicht gleich ya+ l/bist. 



In § 18 ist ein Verfahren gelehrt, um die Quadrat- 
wurzel aus einer dekadisch geschriebenen Zahl wieder 
in dekadischer Schreibweise darzustellen. Analog kann 
man verfahren, um die Kubikwurzel, d. h. dritte 
Wurzel, aus einer gegebenen Zahl zu finden, indem 
man die Entwickelung von 

(a + b + c + . . .)' 
= a3+3a2b + 3ab2-f-b3+3(a+b)8c+3(a+b)c2+o8+.., 
anwendet, wie folgendes Beispiel zeigt: 
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Ausführlich: 

3 



)/830584=:a-f b, wo 



729C03 = a» 



101584 



3a2 = 24300) 97200 =3a2b 

4320 = 3ab-^ 
64= :b8 

101584 



a = 90 
b = 4 
ist 



Abgekürzt: 

)/830'584 = 94 

729 

1015'84 
243)972^ 

432^ 
6£ 

101584 



In ähnlicher Weise findet mnn die Kubikwurzel 

aus Buchstabenausdrücken, die vielgliedrige Summen sind. 

Nach derselben Methode lässt sich auch zu jeder 

gegebenen Zahl die nächst kleinere Kubikzahl bestimmen. 

Z. B.: 

15873 < 4000000000 < 15883 
woraus auch folgt: 

158,73 < 4000000 < 158,8*, 
oder auch: 

1,5873 < 4 < 1,5883. 
Man kann deshalb jede ganze oder ge- 
brochene Zahl, die selbst keine dritte Po- 
tenz ist, in zwei Grenzen einschliessen, wel- 
che dritte Potenzen von zwei gebrochenen 

Zahlensind, diesich nur um Tä» T(v^» TÄÄfi oder 

überhaupt um einen beliebig kleinen Bruch 
unterscheiden (§ 18). 

Wer den Kern des Verfahrens der Auszidliung 

der Quadratwurzel und der Kubikwurzel erkannt hat, 

ist imstande, aus der Entwickelung ^on (a -j- b)*, von 

(a -j- b)* und überhaupt von (a + b)", wo n eine be- 

liebige positive ganze Zahl ist, ein ähnliches Verfahren 

für die Ausziehnng der vierten, iütv^lexi \3lxv^ ^Wthaupt 

der n-ten Wurzel abzuleiten. "Da \iväii «Xjct \wi^«ia«t^ 
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Mittel besitzt, um die n-ten "Wurzeln aus Zalileu auf- 
zufinden (§ 26), so genügt hier die Erkenntnis, <hiäs es 
möglich ist, jede ganze oder gebrochene Zahl, die 
selbst keine n-te Potenz ist, in zwei Grenzen einzu- 
schliessen, welche n-te Potenzen von Zahlen sind, die 
sich nur um einen beliebig kleinen Bruch unter- 
Bcheideu. Hat man z. B. die Zahl 192 in zwei (irenzen 
einzuschliessen, die fünfte Potenzen von Zahlen diudy 

die sich um rpj^ unterscheiden, so findet man durch ein 

der Kubikwurzel-Ausziehung nachgebildetes Verfahren 
zunächst: 286» < 1 920000000000 < 267* 
und daraus : 2^86» < 192 < 2.87*. 



Die Gründe, welche in § 7, § 11, § 19, dazu führ- 
ten, den Zeichen 

a — b, wenn b > a ist, 

a : b, wenn b kein Teiler yon a ist, 

]/äj wenn a kein Quadrat ist, 
den durch die entsprechende Definitionsformel ausge- 
sprochenen Sinn zu erteilen, zwingen uns auch, das 

^r- . 

Zeichen |/a, wo a keine n-te Potenz ist, in die Sprache 

der Arithmetik aufzunehmen, indem wir ihm den durch 
die Formel \Y& ) =a ausgesprochenen Sinn erteilen. 

Ebenso erhalten dann auch — ^a, b : 1/ a u. s. w. einen 
leicht erkennbaren Sinn. Ferner gelten für die Wurzel- 

form y a alle diesem Paragraphen vorangestellti'n For- 
meln, da dieselben ja nur auf dlö «tWVix^vAÄ Y^^\nv^ 



(N 



V = * gestützt sind. Ea \aVi ^•'a.\ 



Schaben, Arithmetik vxA Alge^Ttb. 
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6, 6; — 6. 



7./l4 = y98; 

6i 6y 6i 

2. p^tf'T =y64 = 2,• 
3. 1^133"= tej; 

6, 8y l6y 15y in, 15, ^ 

5. j^8.)/48=)/8^. ^48« = i/8M8« = K2^ 22 ». 3« 

15^ 

= 2. )/2i*.3«5 

q 8 Q o 

6. 3 . /54 — 2 . /25Ö = 3 . )/33 . 2 — 2 . f^5^.2 

8/ 8i 8y 

= 9^2 — 10 ]r 2 = — y2; 

7. (p^-l) =y'T- 3 . Y^+ 3 . I'T- 1; 

22r3a + 3'/5 + (M| s^ s^ 

3-/5 ^^ ^ 

9. (|'2 — l)p'/2 + l = }'2V'2 — 6+3/2 — 1.^/2+1 
= p(5/2 — 7)()/2 + l) = ^3 — 2/2. 



Da, wie oben gezeigt ist; die Zahl 192 zwischen 

6 

2,86* und 2;875 liegt, so sagt man auch, dass /l92 

zwischen 2,86 und 2,87 liegt und schreibt demzufolge 

5/ 

2;86 < f 192 < 2,87. 

Ebenso kann überViaupl ^ a, -vwiii^Vt^'siA^^Vik« 
positive Zahl, aber keine n-ie "PoVwä \ä^^ \Ti t.^vl 
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Grenzen eingeschlossen werden, deren IJn* 

terschied beliebigkleinist. Zahlen aber, welche 

diese Eigenschaft haben, sind schon in §19 irrational 

iiy — 
genannt. Demnach ist ^a, wo a positiv, aber keine 

n-te Potenz ist, eine Irrationalzahl. Man kann 
deshalb nte Wurzel aus a ausser in Wurzelform auch 
numerisch angeben, indem man^ der Kürze wegen^ 

die TJngenauigkeit begeht, j/^a gleich einer rationalen 
Zahl zu setzen^ die sich von ihr möglichst wenig unter- 
scheidet. Z.B.: /l92 = 2,86; /Iß =2,52; ^/2" = 1,07. 

Der positive E^adikand kann selbst irrational sein. 
Auch dann stellt die Wurzel eine Irrationalzahl dar, 
B. B.: 

1/56 + 40/2" =4,83. 

Ist der Wurzel-Exponent eine negative ganze Zahl, 
Bo ergiebt sich der reciproke Wert derjenigen Zahl^ die 
entsteht, wenn der Wurzel-Exponent die entsprechende 



__ H/-~ 1 

positive Zahl ist, weil |/a = j/a — ^ = 1/ — —."/"ist. 



Z. B.; _ 

■iy^26_Y/512_-,V81 1*/3^ ^iVl ^ t/T 



Bisher ist immer nur an die eine positive Zahl 
gedacht, welche die Gleichung x<> = a befriedigt. Dass 
aber bei Zulassung von negativen und imaginären Werten 
eine solche Gleichung mehr Wurzeln haben kann, ist 
in speziellen Fällen schon früher erkannt. So folgt 
für n = 2, das« x=+/ä"iBt Ferner ergeben sich *** 
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a = 1 und n = 4 vier "Werte, nämlich x^ =+ 1 , Xg = — 1, 
X3= + i; X4 = --i.. Ist a negativ und n gerade, 
so giebt es kein reelles x, das die Gleichung x" == a 
erfüllte, weil das Produkt einer geraden Anzahl von 
reellen Faktoren immer positiv werden muss. Ist a 
negativ und n ungerade, so giebt es eine reelle 
und zwar negative Zahl, welche die Gleichung erfüllt. 

Für x5 = -243 ist dies z. B. — }/243 = — 3. Ist a 

positiv und n gerade, so giebt es zwei reelle Werte, 
die x*» = a befriedigen, z. B. wird x^ = + 64 sowohl 

durch x = + /64 = + 2, als auch durchx = —^64 = — 2 
erfüllt, Ist a positiv und n ungerade, so giebt 
es eine reelle und zwar positive Zahl, die x° = a be- 
friedigt; z. B. folgt aus x'^ = TÄö7> ^^^^ 3C = + jsein 
kann. Um nun die Eindeutigkeit des Wurzel- 

Zeichens zu bewahren, setzen wir fest, dass unter |/a, 
wo a positiv ist, immer nur die eine positive Zahl ver- 
standen werden soll, welche die Gleichung x« = a erfüllt. 
Will man aber z. B, alle Wurzeln der Gleichung x*= 16 

finden, so hat man sich nicht mit der Angabe x=|^ 16 
zu begnügen, sondern zu sagen, dass x vier Werte hat, 

nämlich + )/ 16 = + 2, — )/T6 = — 2, +i./l6 = + 2i, 
— iy^ = — 2i. 
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§ 35. Potenzen mit gebrochenen und irrationalen 

Exponenten. 



p. 

a*' 



In § 23 konnte wohl einer Potenz mit nega- 
tivem ganzzahligcm Exponenten schon Sinn erteilt 
werden, noch nicht aber einer Potenzform mit ge- 
brochenem Exponenten, weil eine solche auf die in 
§ 24 gelehrte Badizierong fährt, wenn man ihr Sinn er- 
teilen will. Da nämlich — . q = p sein soll, gemäss der 

Erklärung der gebrochenen Zahlen, und da a"*^ = (a®)'' 

2_ 
sein soll, so muss unter a^ die Zahl verstanden 
werden^ welche, mitqpotenziert, a'^ergiebt, 

das ist aber y a^, oder, was nach § 25 das- 
selbe ist, (/T) . Z. B.: 

ir>4 =\) ICJ =28 = 8; 362=^36 = 6; 

V. q 

Mit Hilfe der Defiuitionsformel a** = ^a'* kann 
man zeigen, dass die in § 23 bewiesenen Potenz- 
formeln auch für Potenzen mit gebrochenen Exponenten 
gelten. Z. B.: 



p ▼ 


pa vq pg — vq p 


V 


■ " ■■ ^ 




■ ^ 


a^:a« = 


a''":a"' = a '* =a'« 


8 



Wenn man wünscht, mit äi^r ^oVevflJLQi^^ccL ^ "^ ^^ 
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rechnen in können, wie mit gewöhnlichen Potenzen, 

80 muss man, da "-I - I . q = — p ist, unter a q die 

Zahl 1 : yaP verstehen. Ebenso kann man auch der 

Warzelform V a Sinn ei*teilen; wenn man beachtet, dass 

p n. — nq. 

-i-.q = p ist und daai J' a» = \ &^^ ist. Man findet, 

^ P. 

dass man unter V^ ^o ^^^1 \/*/ ^^ verstehen hat. 

_ P^ 

Ebenso findet man, dass man unter l^a die Zahl l:(ya J 
zu verstehen hat. 



Am Schluss von § 24 ist festf^esetzt, dass )/a^ wo 
a positiv ist, nur die positive Wurzel der Gleichung 
X** = a bedeuten soll. Demgemäss setzen wir auch fest, 

dass a** nur die positive Wurzel der Glei- 
chung x^ = aP bedeuten soll; wobei noch hinzu- 

p. 

gefügt werden muss, dass die Potenzform a** im alU 
gemeinen nur angewandt wird, wenn a positiv ist. 
Daraus geht hervor^ dasS; wenn a und b positiv sind, 
man aus 

p. i 

b*i = aP den Schluss b = a** oder auch b'*= a 

ziehen darf. Ebenso darf man nun aus 

b** < aP < b' 
ohne weiteres Bohliessen: 

V <a <V 
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So kann jede positive Zahl a in zwei 
Grenzen eingeschlossen werden, welche Po- 
tenzen jeder andern positiven Zahl b ausser 
1 sind, und zwar so, dass die Exponenten 
positive oder negative Brüche sind, die 
sich um beliebig wenig unterscheiden. 

Dies zeigt die folgende Tabelle, woa = 3|b = 4 
cre wählt ist: 

3i<4i<3«giebt:3i < 4 < 3^ 

JL • 

3«<4«<33giebt:3a <4<3«' 

1 i. 

33 <43 <3*giebt:33 < 4 < 3» 

6 6 

35 < 4* < 3« giebt: 3* < 4 < 3"^ 

3« <45 < 37 giebt: 35 <4 <3» 
u. s. w. 
Da hiernach die Zahl 4 zwar nicht gleich einer 
Potenz von 3 mit rationalem Exponenten ist, wohl aber 
in zwei Grenzen eingeschlossen werden kann, die dies 
sind und die Exponenten hüben, derenUnterschied 
beliebig klein gemacht werden kann^ so sagt 
man, dass 4 = 3^ ist, wo x eine ganz bestimmte 
Irrationalzahl ist, deren Wert, der obigen Tabelle 

liegen muss. Man operiert deshalb in der Arithmetik 
auch mit Potenzen, deren Exponenten irrational sind, 
und identißziert eine solche Potenz mit einer Potenz, 
die dieselbe Basis und einen rationalen Exponenten hat, 
der von dem irrationalen Exponenten möglichst wenlsL 
verschieden ist. Wenn b eine po^\\.\N^ '^wjl V ^^-^^^^^k^a- 
deoe Zahl ist, so ist b» immOT ^Äc^ «öät 5^'oa.^i^- 
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st i m m ten positiven Zahl^ was für eine positire oder 
negative Zahl auch x sein mag, and zwar kann es 
die zwei verschiedene Werte von x geben, die wa dem- 
selben Werte von b> führen könnten; so dass, wenn 
b^ = a ist, zu jedem positiven oder negativen 
Werte von x ein einziges positives a gehört, 
und umgekehrt zu jedem positiven a ein ein- 
ziges X gehört, das positiv ist, wenn a>l 
ist, null ist, wenn a=l ist, und negativ ist, 
wr e n n a < 1 ist. Ist z. B. b = 10 und a = 2, so ist z 
eine wenig über 0,3 liegende Irrationalzahl, weil 
10^=1000) wenig kleiner ist als 2^0 (=1024) 

and daher 10^^ wenig kleiner als 2 ist, 

Ist b = 10 und a = -ö"i »o ist x = — 0,3, weil 10-« 

1 fiy^ 1 

= lÖÖÖ """^^^ «'^'''' *^' 1 2 J = IÖ24 "*• 



§ 26. Logarithmen. 

I. b lof • a = (Erklärende Formel d. Logarithmlening); 

b 

II. logr(b«)=a| 

III. l»?(p.q) = logp + logqi 
'lY. lovr(p:q) = Iugp — lo(f q; 

Y. logr (p«') = m . lo(s p ; 
"» i — l«gp 



Tl. 10,77= ^1 



b 



TU. lö«a=^, 

* ^ > \ 



\^%\k 
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Wenn man in b«» — a denExponentennals 

gesucht betrachtet, so entsteht eine zweite 

TJmkehrung der Potenzierung, welche Lo- 

garithmierung heisst. Dass die Logarithmierung 

eine von der Radizierung wesentlich verschiedene Bech- 

nungsart ist, rührt daher, dass bei der Potenzierung 

das Yertauschungsgesetz nicht gültig, dass also 

im allgemeinen p<i nicht gleich qp ist. Wenn b" = a 

ist, so nennt man n den Logarithmus von a zur 

b 
Basis b, geschrieben: log a. Es bedeutet also 

b 

log a immer den Exponenten, mit welchem b zu 
potenzieren ist, damit a herauskommt. Dies 

spricht die Formel I aus. Die Bichligkeit der For- 

b 
mel n ergiebt sich daraus, dass log (b") den Expo- 
nenten bedeutet, mit dem b zu potenzieren ist, damit 
b" herauskommt, und dass diese Forderung vom Expo- 
nenten n erfüllt wird. Bei der Logarithmierung nennt 
man die Zahl, welche ursprünglich Potenz war, Lo- 
garithmand oder Numerus, die Zahl, welche ur- 
sprünglich Potenz-Basis war, Logarithmen-Basis oder 

kurz Basis und das Ergebnis selbst Logarithmus. 

6 
Wenn man z. B. log 125 = 3 setzt, so ist dies nur eine 

andere Ausdrucksweise für 5^ = 125, und es ist deshalb 

125 der Logarithmand oder Numerus, 5 die Basis, 3 der 

Logarithmus. 

Wie jede Potenz, jede Wurzel und jeder Logarith- 
mus noch auf zweierlei Weise anders ausgedrückt wer- 
den kann, zeigen die folgenden Beispiele, bei denen 
jede Gleichung die beidun in derselben horizontaUtL 
Linie befindJichen Qleicliungeii z\m Y^^'^ V-aX.** 
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3* = 81, 

10-»= 1:1000, 

326=8, 

100"T= 1, 
Ferner : 
bi = b, 

bo=l, 



/81 = 3, 
1^1:1000 = 10, 



/8"=32, 



\ 10 



= 103, 



8 



log 81 = 4; 



10 



log(l:1000) = — 3; 



log 8 = 



0, — 

/l = b, 



5' 



100 1 1 



logb = l; 

b 
log 1=0. 



Die Erklärung des Logarithmus verleiht log y 
immer einen Sinn, wenn y gleich einer Potenz gesetzt 
werden kann, deren Basis b ist. Dies ist aber, wie 
§ 25 lehrt, immer der Fall, wenn b eine von 1 ver- 
schiedene positive Zahl ist. Dort ist gezeigt, dass dann 
durch die Gleichung b« = y jedem reellen Werte von x 
ein einziger, und zwar positiver, Wert von y entspricht^ 

und dass umgekehrt jedem positiven Werte von y ein 

b 
reeller Wert von x zugehört. Daher hat log y jeden- 
falls Sinn, wenn y positiv ist und b eine von 1 ver- 
scliiedene positive Zahl ist, und nur unter dieser Be- 
schränkung behandelt die elementare Mathematik die 
Logarithmen. Wegen der eindeutigen Zuordnung der 

Werte von x und von y durch b» = y kann man auch 

b b 

aus p = q flfch/iessen, dass log p = log q ist. 

Z>ie in § 25 enthalteiib TabeWe», ^^Oi\^ ^^ Po- 

ienzea von 3 und von 4 mit einanc^L^T '^6r^^\0vi\.^ 'l^'v^^ 



Logarithmen. 139 

wie man durch "Berechnung der zweiten, dritten n. s. w. 

Poteuzeu von 5 und von 4 rationale Werte finden kann, 

8 
die dem irrationalen Werte Yon log 4 beliebig nahe 

kommen. Z. B.: 

1 1 6 » 7 

35 < 4 < 3» ergiebt -g- < log 4 < -^, 

3 
d. h. log 4 liegt zwischen 1,2 und 1,4. Ebenso kann 

man aus den ausgerechneten Potenzen für die Zahlen 

b 
b und y den Wert von log j mit beliebiger Genauig- 

6 

keit entnehmen. Soll man z. B. log 2 auf eine De- 
zimalstelle berechnen, so sucht man, zwischen welchen 
aufeinanderfolgenden Potenzen von 6 die Zahl 2^^ = 1024 

A ± 

liegt. Es ergiebt sich 6^ < 21« < 6*, also 61« < 2 < 6^0, 

6 

also 0,3 < log 2 < 0,4. Die höhere Mathematik hat je- 
doch viel bequemere Methoden ausfrehildet, um irratio- 
nale Logarithmen mit beliebiger Genauigkeit numerisch 
zu berechnen. 

Die Formeln III bis VI der Ueberschrift ergeben 

sich ohne weiteres aus den Gesetzen der Potenzierung. 

b b b 

Um z. B. log (p , q) = log p + log <1 zu beweisen, setze 

to ,^ aß 

man log p = «, log q = ß. Dann muss b = p, b ^ q 

sein. Multipliziert man diese beiden Gleichungeu, so er- 
hält man, bei Anwendung der Formel II des § 23: 

a+ß b b b 

b =P«q> d. h.aberlog(p.q) = a+iJ= logp+logq. 

Sind die in einer Gleichung vorkommenden Logarithraen- 
zeichen sämtlich auf eine und dieselbe Basis zu bez^lek^xi^^ 
80 pflegt man die Angabe der '&&^\% ioT\.T»\i\aÄÄ^\5L, ^^^s». 

schreibt sdao für log (p q) =\og p -V\o%<^^'^^^*-^'^^^ ^"^ 
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= log p + log q. Die Formel VII. zeigt, wie man den 
Logarithmus einer Zahl a bei einer beliebigen Basis b 
finden kann, wenn man für eine andere Basis c sowohl 
den Logarithmus von a wie auch den von b kennt. Um 
diese Formel zu beweisen, gehe man von der erklären- 

b 

den Formel b ^^ * = a aus und logarithmiere dieselbe 

nach Formel V. für die Basis c. Dann erhält man 
b c c 

log a . log b = log a, woraus VII. durch Transponieren 

hervorgellt. Wenn man in VII. speziell c = a setzt, 

b 1 . ^ 

so kommt log a = -^- — , weil log b = 1 ist. 

log b 
Wie mit Hilfe der Formeln III. bis VI. auch kom- 
pliziertere Ausdrücke logarithmiert werden können, 
zeigen folgende Beispiele: 

1. log (ab c : d) = log a + log b -f log c — log d; 

ab3 

2. log^-ji = log a + 3 log b — (2 log c + 4 log d): 

lV~~äb2 -t 

3- log l^^^qjgj^ = — [log a+2 log b- log (c+d)- löge]; 



4. log ||/ab . j/c5 . j/d — el 



1 5 1 

= ^-(log a + log b) + -g- log c + -^log (d ~ e). 

Man beachte dabei namentlich, dass sich log (a + b) 
nicht durch log a und log b ausdrücken lässt, dass also 
namentlich log a + log b nicht gleich log (a ^ b), son- 
dern gleich log (a . b) bezw. log (a : b) ist. 
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Die Formeln m bis VI verwandeln das Multipli- 
zieren in ein Addieren, das Dividieren in ein Subtra- 
hieren, das Potenzieren in ein Multiplizieren und das 
judizieren in ein Dividieren, erniedrigen also jede 
Rechnungsart um eine Stufe. Man wendet deshalb die 
Logarithmen an, um Zahlen ausdrücke, deren Berechnung 
auf gewöhnlichem Wege sehr mühsam sein würde, auf 
bequemere Weise zu berechnen. Hierzu ist es aber vor 
allem erforderlich, dass für irgend eine Basis die Lo- 
garithmen möglichst vieler Zahlen berechnet vorliegen 
(Logarithmen-Syste m). Man hat deshalb für die 
Basis zehn die Logarithmen aller ganzen Zahlen bis 
100000 auf vier und mrüir Deziiuttiateiien berechnet 
(dekadisches Logarithmen - System), tabellarisch zu- 
sammengestellt (Logarithjueutafel*) und dadurcl 
ein ausreichendes Mittel gewonnen, um den Logarithmus 
* jeder beliebigen positiven, ganzen oder gebrochenen Zahl 
für jede beliebige Basis (vgl. Formel VII.) schnell an- 
geben zu können. Da die dekadischen Logarithmen 
vorzugsweise im Gebrauch sind, so lässt man bei ihnen 

10 

die Angabe der Basis meist fort; z. B. log 4 = log 4 
= 0,60206. 

Das dekadische Logarithmen - System bietet den 
Vorteil dar; dass man bei einer dekadisch geschriebe- 
nen Zahl schon aus der Zahl ihrer Ziffern ersehen 
kann, zwischen welchen aufeinanderfolgenden ganzen 
Zahlen ihr Logarithmus liegt. Denn, wenn die Zahl 
a m Ziffern hat, so ist 

j^Qm-1 =§ a < 10", also m — 1 < log a < m. 

Man stellt deshalb die dekadischen Logarithmen 
immer in der Form k -j- v dar, wo k eine ganze Za.k\ 
ist, die positiv, null oder neg&tvr %wivV'MMDLQL.^\i.\s^'vv.V^^^ 

♦; Vientellige Tafeln Und G e r ft xi x»it«ATilvj.T\^«<Ä^V<^^^^S^'^'$^^ 
trlgonometriachöa Revbnm^ tuBamm©Tigt%t.«A\V. '^^^ ^ ^^SSJ^«»^ • 
Bueh&g, •noliiaii«ii vOr Ostern l»tt7 Vu A^t «^wamVa»« v^o^v- 
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oder Charakteristik) und wo v nicht negativ 
und kleiner als 1 ist (Mantisse). Die Kenn« 
Ziffer des dekadischen Logarithmus einer 
ganzen Zahl oder eines Dezimalbruchs ist 
daher immer um 1 kleiner als die Anzahl 
der Ziffern der ganzen Zahl bezw. der Ziffern 
der vor dem Komma stehenden Zahl. Be- 
ginnt ein Dezimalbruch mit ^Null Komma^, 
so ist seine Kennziffer gleich minus p, wenn 
p — 1 Nullen auf das Komma folgen. So hat 
z. B. log 1896 die Kennziffer 3, log 5 die Kennziffer 0, 
log 0,5 die Kennziffer — 1, log 0,05 die Kennziffer — 2 
u. s. w. Da sich hiernach die Kennziffer des Loga- 
rithmus einer Zahl ohne weiteres angeben lässt; so ent- 
halten die Logarithmentafeln nur die Mantissen der 
Logarithmen, und zwar in Dezimalbruchform, manche 
auf 4 oder 5 Dezimalstellen, manche auf 7 oder noch* 
mehr Dezimalstellen. Bemerkenswert ist, dass je zwei 
Zahlen, deren Quotient eine Potenz von zehn mit ganz« 
zahl igem Exponenten ist, also auch je zwei Zahlen^ 
die sich nur durch die Stellung des Dezimal- 
kommas unterscheiden, eine und dieselbe 
Mantisse haben, z. B.: log 4000 = 3,60206; log 40 
= 1,60206; log 0,4 = 0,60206 — 1\ log 0,00004 
x= 0,60206 — 5. 

Hinsichtlich der weiteren praktischen Benutzung 
der Tafeln muss auf diese selbst verwiesen werden. 



Die logarithmische Berechnung von Zahl- Ausdrücken 
j^ej£^t folgendes Beispiel: 



V 
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log X = -g j log 1 7,89 + log 0,053 — log 1,05461 



log 17,89 = 1,25261 
log 0,053 = 0,72428 — 2 

1,97689 — 2 
log 1,0546 = 0,02284 

(25) 
0,02309 



0,95380— 1 
5 )4,95380 — 5 
log X = 0,99076 — 1 II X = 0,97895 
074 
2 

"Wenn der logarithmiscli zu berechnende Zahlen- 
Ausdruck Plus- und Minuszeichen enthält, so müssen 
die durch diese Zeichen getrennten Glieder für sich 
berechnet werden, da für log (a + b) keine einfache 
Umformung möglich ist. Z. B.: 

x = 6./2 — ^37 

logx = log6 + -|-log(2-/3), 



log 3 = 0,47712 



2 = 2,0000 
fW= 1,7320 



2X),23856 

A 0,2680 



log 0,2680 = 0,42813 — 1 

2)0,71406 — 1 
log 6 = 0,77815 

log X = 0,49221 II x = 3,1061. 
20 



■ 

i 
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Auch Gleichungen, bei denen die Unbekannte in 
Exponenten von Potenzen vorkommt, lassen sich häufig 
durch Uebergang zu den Logarithmen lösen^ indem solche 
Exponentialgleichungen dadurch auf gewöhnliche 
Gleichungen (§ 16 und § 21) zurückgeführt werden 
können. Z. B.: 

1. 1,04» führt auf: 

X . log 1,04 = log 2, also z = log 2 : log 1,04, 
daher x = 0,30103: 0,01703 = 17,7. 

2. 8®»+2 = 8.512* + ^ — 5» + 2* ergiebt zunächst: 
6«+24 = 8.88»+»— 83X+2 oder: 

5»H-" = 83» + *— 83*4-2 oder: 

5».52< = 88».8*— 83X.82 oder: 

5x.52* = 83»,82(8a — 1) = 88«.64.63, also- 

x.log5 + 24log5 = 3x.log8 + log64+log63 

oder: 

24.1og5 — log64— log63 = x(3.1og8 — logö) 

oder: 

24 log 5 — log 64 — log 63 



x = 



3.1og8 — logö 



= 6,5611. 



YII. Absehiiitt. 

Anhang. 



§ 27. Bemerkungeu zum systematischen Anfban 

der Arithmetik. 

Bei jeder der 7 in den Abschnitten IT, III, VI 
definierten arithmetischen Rechnungsai*ten kann man 
die beiden dadurch verknüpften Zahlen als aktiy« 
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und passive unterscheiden. Man operiert mit der 
aktiven Zahl an der passiven Zahl, wie die folgende 
Tabelle zeigt^ wo immer 16 die passive^ 2 die aktive 
Zahl ist: 



Die 7 Recbnnngsarten, 



Name der 

Recbnungs- 

art: 


Beispiel : 


Die passive 

Zahl, hier 16, 

heisst : 


Die aktive 

Zahl, hier 2, 

heisst : 


Das Resul- 
tat heisst: 


Addition 


16+2—18 


Augendus 
(Summand) 


Auetor 
(Summand) 


Summe 


Subtrak- 
tion 


16-2=14 


Miiiuendns 


Subtrahen- 
dus 


Differenz 


Multipli- 
kation 


16.2=32 


Multiplikan- 
dus (Faktor) 


Multiplikator 
(Faktor) 


Produkt 


Division 


16:2 = 8 


Dividondus 


Divisor 


Quotient 


Potenzie- 
rung 


162 = 256 


Basis 


Exponent 


Potenz 


Radi- 
zierung 


2/— 

J/I6 = 4 


Radikand US 


Wurzel-Ex- 
ponent 


Wurzel 


Logarith- 
mierung 


log 16 — 4 


Logarith- 
mandas 


Logarith- 
men Basis 


Logarith- 
mus 



Wie hierbei aus jeder der drei direkten Rech- 
nungsarten Addition, Multiplikation, Potenzierung ihre 
beiden TJmkehrungen^ die man indirekte Rechnungs- 
arten nennl^ folgen^ zeigt folgeiidA ^«X^^<^\ 

Schubert, Arithmetik imd JÜRbYni. '^ 



146 



stufe 



Anhang;. 



II 



m 



Direkte R. 1 Indirekte R. | Geracbt wird: 



Addition : 
6 + 3 = 8 



Multiplikation: 
5.3=15 



Potenzierang: 
68 = 126 



Subtr.:8— 8 = 5 



Subtr.:8 — 5=3 



Divis.: 15:3 = 5 



Divis.: 15:5 = 3 



Radiz.: /l25 = 5 



Logar.:log125=3 



Aagendus 



Auctor 



Miiltiplikandus 



Multiplikator 



Basis 



Exponent 



In derselben Weise, wie die Multiplikation ans der 
Addition, die Potenzierang aus der Multiplikation ab- 
geleitet ist^ könnte man auch ans der Potenzierang als 
der direkten Bechnungsart dritter Stufe eine direkte 
Rechnungsart yierter Stufe, aus dieser eine 
fünfter Stufe u. s. w. ableiten. Doch ist schon die De- 
finition einer direkten Bechnungsart yierter Stufe zwar 
logisch berechtigt, aber rechnerisch und mathematisch 
unwichtig, weil bereits bei der dritten Stufe das Yer- 
tauschungsgesetz ungültig wird. Um zu einer direkten 
Rechnungsart yierter Stufe zu gelangen, hat man a^ 
als Exponenten yon a zu betrachten, die so entstandene 
Potenz wieder als Exponenten yon a zu betrachteni 
und so fortzufahren, bis a b-mal gesetzt ist. Nennt 
man das Ergebniss dann (a; b), so ist (a; b) die direkte 
Rechnungsart yierter Stufe. Elementar lassen sich für 
(a; b) aus den Gesetzen der Potenzierung namentlich 
zwei Gesetze ableiten, nämlich: 

1) (a;b)(»;o) = (a; o+ !)(•;* -i); 

X 

2J Wemx (a; qo) = x iat, «o \äV %=>fT! 

Wann man, ändert all aoebeiu^ «?• ^^ ^^v% «väsr 
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Potenz mit dem Exponenten a betrachtet, das Ergebnii 
wieder als Basis einer Potenz mit dem Exponenten a 
und so fortführt, bis b-mal die Zahl a erschienen ist, 
so gelangt man zn einer Potenz, deren Basis a, und deren 
Exponent a^^^ ist, also nicht zu einer neuen Bechnungsart 



Von der Zahlform a -f ib, wo a and b positire oder 
negative, rationale oder irrationale Zahlen oder auch 
null sind, ist in § 20 nachgewiesen, dass, wenn man 
sie mit einer eben solchen Zahlform e -f- id durch die 
Bechnungsarten erster und zweiter Stufe yerknüpft, das 
Ergebnis wiederum eine eben solche Zahlform ist. Der 
Nachweis, dass das auch für die 3 Bechnungsarten 
dritter Stufe der Fall ist, ist mit den Mitteln der ele- 
mentaren Arithmetik nicht zu führen« Es mag daher 
die Mitteilung genügen, dass a -j- ih hoch c -\- id, so- 
wie (c 4- id)-te Wurzel aus a -f- ^^t lowie log (a -f- ib) 
zur Basis o -}- id sich in der Form x -|- iy darstellen 
lassen. Da auch die Bechnungsarten yon der höheren 
als der dritten Stufe und deren TJmkehrungen zu 
keinen neuen Zahlformen führen, so haben die allmäh- 
lichen Erweiterungen des Zahlbegrifis in der Zahlform 
a -j- ^h ihren Abschluss gefunden. 



§ 28. Arlthmetisclie and geometrische Reihen. 

I. z = a-|-(n — l)d$ 

IL 8=-g-n(a + z) = n.a+-j-n(n — l)d; 
m. z = a,q»— 15 

«—1 t— 1 
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Eine aritlimetische E.eihe oder Progres- 
sion mit der konstanten Differenz d ist eine geordnete 
Folge von Zahlen, in der jede Zahl, vermindert um 
die vorhergehende, die Differenz d ergiebt, z. B. : 5, S, 

11, 14, 17,...; 13, 8, 3,-2, ~7,... ; 1, 1^, 2-i-, 3-^, 

3 
4; 4-j-, .... Bezeichnet a das erste Glied (Anfangs- 
glied), so ist das zweite Glied a+ d, das dritte a+ 2 d 
a. s. w.^ also das n-te (Endglied) a 4- (n — l)d. Damit 
ist Formel I. bewiesen. Um die Summe der n Glieder 
einer arithmetischen Beihe zu finden, schreibe man 
unter die Summe der n Glieder in gewöhnlicher Reihen- 
folge ihre Summe in umgekehrter Reihenfolge. Dann 
haben je zwei Glieder, die in derselben Vertikalen 
stehen; immer dieselbe. Summe, weil a-f-xd und z — xd 
zusammen a -|- z ergeben. Daher ergiebt sich durch 
Addition der beiden Reihen: 

2 . 8 = n . (a + z), 
woraus Formel 11. folgt. Setzt man in derselben 
z = a -|- (n — 1) d, so ergiebt sich die zweite Form der 
Formel II. 

Da die fünf Zahlen a, d, n, z, s durch zwei 
Gleichungen mit einander verbunden sind, so müssen 
immer drei von den fünf Zahlen bekannt sein, damit 
sich die beiden andern bestimmen lassen. Ist z. B. 
nach der Summe der zweiziffrigeu ungeraden Zahlen 
gesucht, so ist a=ll, z = 99, d = 2 bekannt und s ge- 
sucht. Man muss daher n aus den beiden Formeln eli- 
/DJDieren^ und dann s berechnen^ oder man rechnet aus 
Z n aus, und benutzt den etlialtenen Wert, um aus II. s 
^u berechnen. So erhält maii ix=4^ ux^^ "^^"s«^ ^=.1475. 
X>ie Formel L verknüpft diö & 2i»)nV^\i ^^ ^> ^% '«^x ^^^ 
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Ausnahme von s, die erste Form von Pormel IF. mit 
Ausnahme von d, die zureite Form mit Aiumahme Yon z. 
So muss es also auch noch zwei Formeln gehen, von 
denen die eine n nicht enthält, die andere a nicht ent- 
hält. Diese durch Elimination leicht ahleitharen Fol:- 
mein heissen: 

_ (z + a) (z — a + d) 
^^ 2d ' 

B = nz — — n(n— l)d. 

In den heiden Fällen, wo a, s, d und wo s^ d; z 
gegeben sind, ist die Bestimmung der beiden noch feh- 
lenden Zahlen nur durch Auflösung einer Gleichung 
zweiten Grades möglich. In allen übrigen Fällen hat 
man nur mit Gleichungen ersten Grades zu thun. 

Betrachtet man bei einer arithmetischen Beihe das 
erste Glied a, das letzte Glied z und die Anzahl n der 
Glieder als gegeben, so nennt man die Auffindung der 
übrigen n — 2 Glieder „Interpolation". Aus I. er- 
giebt sich, dass die zu interpolierenden Glieder gleich 

B.-\ r, a + 2. ^, a + 3. ru.s.w.sind. Solleu 

n — 1' n — 1' n — 1 

z. B. zwischen 0,48 und 1,80 neun Glieder interpoliert 

A ',A ^ — ^ 1,80-0,48 .^.^ . 

werden, so ist d = 7 = 77^ = 0,132, also 

' n — 1 10 ' 

heissen die 9 Glieder: 0,612; 0,744; 0,876; 1,008; 

1,140; 1,272; 1,404; 1,536; 1,668. 

Ist X irgend ein Glied einer arithmetischen Reihe 

ipit der konstanten Differenz d, so ist das vorhergehende 

Glied gleich X — d, das nachfolgende gleich x+d. Da 

nun ^ =äx ist, so gilt der Satz, dass je- 

des Glied einer arithmetisohenEeihearijbh- 
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metisclieB Mittel seiner beiden Nachbar« 
Glieder ist. 

Eine geometrische Eeihe oder Progression 
mit dem konstanten Quotienten q ist eine geordnete 
Folge von Zahlen, in der jede Zahl, dividiert durch 
die vorhergehende, den Quotienten q ergiebt. Z. B.: 

5, 10, 20, 40, • • • ; 4, 2, ly -^j -j-, • • •] "T"> "F"> kK* 

48 1 

705» •••?"" öl; + 27, — 9, + 3, — 1, + -g- , • • • 

Je nachdem q positiv oder negativ ist; haben die Glieder 
der Reihe übereinstimmende oder abwechselnde Vor- 
zeichen. Je nachdem femer der absolute Wert von q 
grösser oder kleiner als 1 ist, steigt oder fällt die 
Beihe. Bezeichnet a das erste Glied (Anfangsglied); 
so ist das zweite Glied a . q, das dritte a q^ u. s. w., 
also das n-te aq»— 1. Damit ist Formel III. bewiesen. 
Die Summe s der ersten n Glieder ergiebt sich in fol- 
gender Weise: 

8 . q = a . q + aq^ + aqS + . . . + aq^^-^^- aq» 
8 = ä + aq + aq2 + , . . . , + aq^-i (subtr.) 

qn — 1 
8(q — 1) = aqn — a, also s = a (Formel IV). 

Die zweite Form der Formel IV. ergiebt sich, wenn 
man aus III. z . q = a q'» schliesst und denigemäss z q 
für aqn in der eben abgeleiteten Formel setzt. Durch 
die beiden Formeln III. und IV. werden 5 Grössen, 
nämlich a, q, n, z, s mit einander verbunden. Folg- 
lich hängen zwei von den 5 Grössen von den übrigen 
drei ab. Sind z. B. s, a, z gegeben, q gesucht^ so findet 

B ^~~ a 

man ausIV.: q = . Meist ist es vorteilhaft, die 

^ s — z 

JBerechnungen auf logarithmischem Wege auszuführen'. 
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Ist B gesucht, 80 ist man sogar geswangen, bu den 
Logarithmen überangehen. Es ergiebt sioh s. B. aus III : 

log z — log a 

n = 1 H i 9 

log q • 

and aus lY : 

__ log(sq — s + a) — loga 

log q 
In einigen Fällen ist die Berechnung der gesuchten 
Tierten Zahl nur durch Lösung einer Gleichung höhe- 
ren Grades zu erzielen, z. B.; wenn q aus s^ a, n oder 
aus 8, Zf n berechnet werden soll« 



Wenn man bei einer fallenden geometrischen Beihe, 

6L h. bei einer solchen, deren konstanter Quotient < 1 

ist, zuerst die ersten n Glieder, darauf die ersten n -{- 1 

Glieder und so weiter summiert, so erhält man Summen, 

welche einem bestimmten Grenzwerte zustreben. Man 

erhält diesen Grenzwert, wenn man in Formel lY n = oo 

setzt, und beachtet, dass die n-te Potenz einer Zahl, 

die kleiner als 1 ist, sich mehr und mehr der Null 

nähert, je grösser n wird. So erhält man: 

0—1 a 
8 = a = . 

q-i i-q 

Es ist z. B.: 

^^ 3^9^ 27^81 ^81' 
endlich I + -0-+-0-+ ... ad infinitum = ^ ss 1—. 



152 Anhang. 

§ 29. Zinseszins- and Bentenreelinang. 

L A Mftrk, einmal gezahlt, sliiil sach n Jabreft 

durch Zinseszins aq* Mark; 
II. r Mark, um Schlags jedeg Jahres gezahlt, sind 

nach .Jahr.» <ua.m.n rS^Mark. 



Ein Kapital von a Mark trägt bei p Prozent in 

ap , 

einem Jahre r^ Mark Zinsen. Fügt man diese zn dem 

Kapitale von a Mark hinzu, so erhält man das um die 
Zinsen vergrösserte Kapital im Betrage von la + :r^j 

Mark = a f 1 + ^ j Mark. Der Faktor 1 + -j^g, der 

hier immer mit q bezeichnet werden soll, heisst Yer- 
mehrungsfaktor. Es gilt also der Satz: 

Jedes Kapital wird durch dauerndesHinr 
zufügen der jährlichen Zinsen in jedem Jahre 
ver-q-facht, wo q den Yermehrungsfaktor 

bedeutet, also bei p Prozent gleich 1 -f- -t^t 

bei 4 Prozent gleich 1,04 ist. 

Hieraus geht hervor, dass aus a Mark durch Zinses- 
zinsen nach Ablauf eines Jahres aq Mark, nach Ab- 
lauf zweier Jahre (aq) . q Mark =aq2 Mark, nach Ab- 
lauf dreier Jahre (a q'-^) q Mark = a q^ Mark wird u. s. w. 
Folglich ist das Kapital von c Mark (Endkapital), 
das aus a Mark bei p Prozent durch Zinzeszins entsteht, 

gleich a . q» Mark, wo q = 1 -f -ttvt: ist (Zinses- 

zinsf ormel). 

Ist umgekehrt c, p, n gegeben, a gesucht, so er- 
häJi man- 
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a = c : qi>. 
Diese EormelQ liefern das Anfangskapital, wenn 
das Endkapital gegeben ist, also z. B. den heutigen 
Wert einer Schuld; die heut über n Jahre o Mark be- 
trägt. Wenn a, c, n gegeben, q geaucht ist, so hat man 
durch Formel I q auszudrücken. Man erhält 

q = j/'-f, also p = 100 [j7-^-^ 

Ferner findet man n aus a, c, q durch Uebergang 
zu den Logarithmen, nämlich 

_ log c — log a 

Hieraus erhält man z. B. die Zahl der Jahre, in 
welchen sich ein Kapital bei 4 Prozent verdoppelt* 
wenn man c = 2 a setzt. Dann kommt 

log 2 0,30103 ,^^ , . ,^7 ^ , 
^ = l^^Tfii'^OfiVm = ^^'^' ^^'^ '" 17^ Jahren. 



Wenn alljährlich, n Jahre hindurch, am Schlüsse 
Jedes Jahres r Mark gezahlt werden, so würden hieraus^ 
wenn gar keine Verzinsung stattfände, nach Ablauf der 
n Jahre natürlich n . r Mark entstehen. Wenn aber 
Zinseszins gerechnet wird, so ist zu beachten, dass die 
am Schlüsse des ersten Jahres gezahlten r Mark zu 
r.q^'^Mark, die am Schlüsse des zweiten Jahres ge- 
zahlten r Mark zu r .q<^ — ^ Mark u. s. w. anwachsen. 
Also ergiebt die Anwendung der Zinsesziosformel, dass 
der Gesamtwert der n mal, und zwar am Schlüsse jedes 
der n Jahre, gezahlten r Mark nach Ablauf der 
n Jahre sich aufi 

8Mark = (rq°-^ + rq°-* + ...+rq+r) Mark 
beläuft. In der Klammer steht aber die Summe einer 
geometrischen Beihe in umgekehrter Fol^^ di^ <^\k5it.^^K^. 
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Das Anfangsglied heisst r, der konstant« Quotient q^ 
die Anzahl der Glieder n. Folglich ist nach Formel IV 
in § 28: 

q^ — 1 

8 = r- T- (Rentenformel), 

q — 1 ^ ^ 

Werden die Beträge am Anfang statt am Schlnss 

jedes Jahres gezahlt, so steht jeder Betrag ein Jahr 

länger auf Zinseszins, so dass jedes Glied der obigen 

Reihe mit q zu multiplizieren ist. D esshalb kommt in 

qn — X 

diesem Falle q . r r- für den Gesamtwert aller n 

^ q — 1 

Zahlungen nach Ablauf der n Jahre. Man beachte, 
dass die Rentenformel den Wert einer n Jahre hin- 
durch gezahlten Rente nach Ablauf dieser n Jahre 

q** — 1 

ausdrückt, dass man aber r . ;- noch durch q^ zu 

' q — 1 ^ 

dividieren hat, wenn man berechnen will, was statt dieser 
n-maligen künftigen Zahlungen bei Beginn der n Jahre 
zu zahlen ist (Bar wert einer Rente). 



Bei vielen Aufgaben kommen die Zinseszins- nnd 
die Rentenformel beide zur Anwendung. Wird z. B. 
gefragt, wie viel von einer Schuld, die heut 10 (KK) Mark 
beträgt, nach 5 Jahren übrig geblieben ist, wenn am 
Schlüsse jedes der 5 Jahre ICXX) Mark abgezahlt werden, 
und wenn 4*/4 Prozent gerechnet werden, so berechnet 
man erstens nach der Zinseszinsformel; wozu die 10 (XX) 
Mark heute über 5 Jahre durch Zinseszins angewachsen 
wären, wenn gar keine Abzahlung stattgefunden hätte, 
zweitens nach der Rentenformel, was für einen Wert 
die 5mal gezählten Beträge von je 1(XX) Mark heute 
aber 5 Jahre darstellen. Die "DvfLexQuz beider Ergeb- 
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Hisse ergiebt den gesachten Best der Schuld, also so 

yiel Mark, wie die folgende Zahl angiebt: 

1,04255—1 
10000 . 1,04256 — 1000 . ^ ^^^^ 

Bei der Auffindung des Ansatzes eingekleideter 
Renten-Aufgaben hat man zuerst darauf zu achten, ob 
eine angegebene Geldsumme einmal oder öfter zu zahlen 
ist, ob. also die Zinseszins- oder die Rentenformel zur 
Anwendung gelangt, zweitens auch darauf zu achten, 
dass Leistung und Gegenleistung nur dann 
yerglichen werden können, wenn beide für 
einen und denselben Zeitpunkt berechnet 
sind. Es sei z. B. gefragt, wieviel Mark jemand vom 
Jahre 1896 ab, 15 Jahre hindurch, am Schlüsse jedes 
Jahres zu einer 3V> Prozent rechnenden Sparkasse tragen 
muss, damit er von den Ersparnissen nach Ablauf der 
15 Jahre noch 10 Jahre hindurch eine gleichfalls am 
Schlüsse jedes Jahres bezogene . Rente von 3000 Mark 
gemessen könne, wenn bei dieser Rente 4^'o gerechnet 
wird. Hier erhält man, je nachdem man Leistung und 
Gegenleistung auf den Schluss des Jahres 1911 oder 
1921 bezieht: 

"^ 0,035 -^"00. QQ^ .l,Oi 
1,03515—1 , „,,. „^^1,0410—1 
»*«'= * -^35- • 1'0^'° = 3000 -l^iö^ 

Beide Gleichungen sagen dasselbe aus und ergeben: 
,-^nm (1.04^^-1)0,035 
X - öKJUU . (1^03515— 1) . 1.0410.0,04* 
Wenn, wie es bisweilen geschieht, die Hinzufügung 
der Zinsen zum Kapital nicht alle Jahre, sondern alle 

Vierteljahre oder allgemein nach je -r- Jahr ge- 
schehen soll, so hat man in n Jahren niokt ^ ^<v&Ä!%s^:^ 
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4n bezw. kn Termine, also in den obigen Formeln 4n 
bezw. kn statt n^ dafür aber aucL; 

zu setzen. 

Die Formeln nnd Anschauungen der Zinseszins- 
und Hentenrechnung lassen sich auf alle Gebiete über- 
tragen, wo in gleichen Zeitin tervallen eine Vermehrung 
nicht nach arithmetischer, sondern nach geomebrischer 
Progression stattfindet, namentlich also auch auf dem 
Gebiete der Forstwirtschaft und der Bevölkerunge- 
Statistik. 



§ 30. Der binomischo Lehrsatz« 

(a + b)» = a» + ^ . a"-J 10+ ^^ a—« b« 



Schon in § 12 ist gezeigt, wie die Entwickelung 
der zweiten^ dritten und vierten Potenz einer Summe 
in eine mehrgliedrige Summe lautet. Hier soll allge- 
mein (a + b)n als Summe von Produkten dargestellt wer- 
den. Denkt man sich (a + b)» als Produkt von n Fak- 
toren geschrieben, die sämtlich a-{-b heissen^ so über- 
sieht man ohne weiteres^ dass das Ergebnis der Multi- 
plikation dieser n Faktoren eine Summe von Produkten 
sein muss, deren jedes n Faktoren besitzt, die teils a, 
teils b lauten. Jeder der n Faktoren a + b liefert 
nämlich ein a oder ein b zur Bildung der Glieder dieser 
Summe. Das erste Glied wird e,^ und zwar dadurch, 
dass jeder der n Faktoren a-f b sein a liefert. Dann 
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werden Glieder kommen, die gleich ai^^^h sind, indem 
n — 1 Faktoren ihr a und nur ein Faktor sein b liefert, 
dann Glieder, die gleich a»— 2b2 sind, weil n — 2 Fak- 
toren ihr a^ zwei ihr b liefern u. s. w. Es handelt sich 
also nur noch darum, zu bestimmen, wie oft jedes der 
Glieder: 

a«, a»-^b, an-2b3, an-3b«^,^.^ l,n^ 

erscheint. Das erste Glied a°; sowie das letzte b° kann 
nur einmal erscheinen, indem jeder der n Faktoren a + b 
sein a bezw. sein b liefert. Das zweite Glied a" — ^b 
wird aber schon ntnal erscheinen, weil jeder der n Fak- 
toren a + b sein b liefern kann, während die übrigen 
Faktoren ihr a liefern. Da das dritte Glied Sk^ — ^]ß 
dadurch entsteht, dass zwei Faktoren ihr b liefern, so 
muss es so oft erscheinen, als es möglich ist, aus n Dingen 
zwei hervorzuheben, d. h. ein Paar aus ihnen zu bilden. 
Diese Zahl wird z. B. bei n = 4 gleich 6, weil jedes 
der 4 Dinge mit jedem andern, also mit dreien zu- 
sammengefasst werden kann, wodurch 4 mal 3 Paare 
entstehen würden, wenn nicht dabei jedes Paar bei 
dem einen und bei dem andern der das Paar zusammen- 
setzenden beiden Dinge, also doppelt gezählt würde. 
Also ergiebt sich die Hälfte von 4 mal 3 oder 6. Ebenso 
ergiebt sich, dass das Glied a" — ^b^ so oft erscheinen 
muss, als es möglich ist, aus n Dingen drei hervorzu- 
heben, u. s. w. Bezeichnet daher das Zeichen Up all- 
gemein die Zahl, welche angiebt, wie oft 
man aus nDingen eine Gruppe von je p 
herausgreifen kann, so giebt Up an, wie oft das 
Glied a^ — Pb** erscheint, d. h. den Koeffizienten 
dieses Gliedes. Demnach ergiebt sich: 

(a+b)» = a5+ni.a«-ib + n2.a«-2b2-[-nj.aii-8b« 

+ ... + n„_,ab'»-i + bn, 
wo nun noch die Koeffizienten Up, die man Binomi- 
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alkoeffizienten nennt, in ihrer AbhSngigkeit toh 
n und p dargestellt werden müssen. . 



um np durch n nnd p auszudrücken , g^ehen wir 
schrittweise vor. Schon oben ist erkannt^ daas n^^n 
ist. Um n2 au bestimmen, beachten wir, dass jedes 
von den n Dingen mit jedem der n— 1 übrigen Dinge 
2u einer Gruppe von zweien zusammengefasst werden 
kanu; und dass dabei dann jedes Paar doppelt gezählt 
ist. Also ist: 

n(n-l) 
»2 = 2 • 

um Ug zu bestimmen, bezeichnen wir die bu je 
dreien zusammenzufassenden Dinge mit Dj, Dg, Dg • . • D^. 
Dann erkennt man, dass mit D^ soviel Gruppen von 
dreien anfangen müss.en, wie die übrigen Dinge D^ 
D3, ...Du sich zu zweien zusammenfassen lassen. Dies 
ist aber (n — 1)2 mal, also nach der eben abgeleiteten 

Formel ^ ^ mal. Ebenso viel Gruppen fangen 

mit D2 an, ebenso viel mit D^ u. s. w. bis Du. Daher 
ergiebt sich eine Summe von n Summanden, deren jeder 

-^ heisst. Jedes Glied dieser Summe ist 

aber dreimal statt einmal gerechnet, weil beispielsweise 
die Gruppe Di D4 De sowohl bei Di, wie bei D4, wie 
bei Df gerechnet ist. So kommt schliesslich: 

n(n-l)(n-2) 

°»= 2.3 

In derselben Weise ergiebt sich n^ ab eine vier- 
fach gerechnete Summe von n Summanden, deren jeder 
(n — l)g heisst^ und überhaupt Up als eine pJach ge- 
reohnete Summe von nSummsüidAn^ deren jeder (a— l]p 
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heisst. So erhalten wir, wenn wir noch im Nenner 
den Faktor 1 vorsetzen, allgemein: 

n(n — l)(n — 2)...(n — p + 1) 

°P"" 1.2.3....P 

Setzt man diesen Wert von np in die obige Formel 
für die Binomialkoeffizienten ein, so ergiebt sich die 
in der XJeberschrift siehende Formel^ die man nl>iiio- 
mischen Lehrsatz" nennt. 



Der binomische Lehrsatz lässt sich natürlich auch 
anwendeD^ wenn die Summanden a und b nicht ein- 
fache Buchstaben , sondern anders zusammengesetzte 
Zahlen oder Ausdrücke sind, wie folgende Beispiele 
zeigen : 

1. (a— b)n = a«— Y« a^~^b4- °^!^"7 . a«-«b«— . . . .; 

2. (x+ 1)5 = x5 + 5x^+10x3+ 10x2 + 5x+l; 

3. (x— 2)« = x6 — 6.X5.2+ 15.x*.2» — 20.x».2» 

4-15.X2.2*— 6.x. 25 + 2« 
_= x6 — 1 2x5+ 60x* — 1 60x8+ 240x2 — 1 92x+64 ; 

4. (y 3 + 1)* =^+4 . 3 /3_+ 6 . 3 + 4 . l/"3 + 1 

= 9+12y3 + 18 + 4y3+l = 28+16y3"; 

5. (-l+if3)3=(-l)8+3.(-l)2.i)r3+3^(-l)(i/3)* 

+(iyT)3 = — l+3ir3 + 9 — 3iy3 = 8; 

6. (l + -^) =l+7.;^+21.i^+35.y^+35.jö^ 

1 



+ 21. ^r^nnnn +7. ^ nririnrirv + 



100000 ' •• 1000000 ' 10000000 
s=l + 0,7+0,21+0,035+0,0035 + 0,00021 
+ 0,000007 + 0,0000001 = 1,9487171. 
TTm Trinome oder Polynome, d« lu dr«v^ ^^««st ^«cn^^ 
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gliedrige Sammen, in die n-te Potenz zu erbeben, zerlegt 

man dieselben zuerst in zwei Summanden und gelangt 

dann durcb wiederholte Anwendung des binomischen 

Lehrsatzes zu einer klammerlosen Entwicklung. Z.B.: 

(a+ 2b — c)*=:(a+ 2b)*— 4.(a+2b)8c+6.(arf 2b)2c« 

— 4(a+2b)c8+c*=a*+8a«b + 24a«ba+32ab» 

+16b*-4a8c-24a8bc-48ab2c — 32b8c+6a2c» 

-i-24abc8 + 24b2c« — 4ac8.-8bc8 + o*. 



§ 3L Das Molyresche Tlieorem. 

Wenn xB = ^(co8^-)--is^i^^) ^^^9 ^o Mi 



Schon in § 20 ist gezeigt, wie die komplexen Zahlen 
Ton der Form a-|-ib addiert, subtrahiert, multipliziert 
und dividiert werden. Hier soll nun gezeigt werden, 
wie sie mit einem beliebigen positiven ganzen Expo- 
nenten potenziert und radiziert werden. Um dies klar 
erkennen zu können, veranschaulicht man sich die kom- 
plexen Zahlen durch die Funkte einer Ebene, die man 
Gaussische Zahlen-Ebene nennt. Betrachtet man 
auf einer unbegrenzten geraden Linie irgend einen 
Funkt als das Bild der Zahl Null, einen zweiten Funkt 
als das Bild der Zahl Eins, so wird dadurch jeder 
Funkt der geraden Linie das Bild einer bestimmten 
reellen Zahl, die positiv oder negativ, ganz oder ge- 
brochen, rational oder irrational sein kann, und umge- 
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lehrt mnss jeder solchen Zahl ein ganz bestimmter 
Punkt der geraden Linie zugeordnet sein. So ist als 
Bild von -\- 2 der Funkt anzusehen, den man erliält, 
Wenn man von dem Bilde der Zahl 1 aus die Strecke 
Zwischen Null und Eins aus noch einmal abträgt. Wenn 
man femer die Strecke Eins-Null von Null aus nach 
der andern Seite, als wo Eins liegt, abträgt, erhält 
luan das Bild der Zahl — 1. Der Halbierungspunkt 
der eben abgetragenen Strecke wird das Bild der Zahl 

^--r- sein. Das Bild der Zahl + ]^ wird man femer 

erhalten, wenn man über der Strecke zwischen — 1 
Und + 1 ©iJ! gleichseitiges Dreieck errichtet und die 
Höhe desselben von Null aus nach der positiven Richtung 
hin abträgt. Die so mit den Bildern aller reellen Zahlen 
Hngef üllte gerade Linie heisst die reelle Zahlenaxe. 
I)a jede rein-imaginäre Zahl das Produkt einer reellen 
2ahl mit der imaginären Einheit + i (vgl. § 20) ist, 
so kann man in ganz derselben Weise alle rein-imagi- 
nären Zahlen auf einer zweiten geraden Linie abbilden, 
die man die imaginäre Zahlenaxe nennt. Sorgt 
man nun in einer Ebene dafür, dass eine reelle und 
eine imaginäre Zahlenaxe sich im Bilde der Zahl Null 
rechtwinklig schneiden, und dass die Strecke von bis 
+ i so lang wird, wie von bis -f 1, so kann man 
jeder beliebigen komplexen Zahl a-fib als Bild den 
Punkt zuweisen, in welchem die durch die Bilder von 
a und von ib gelegten, den Axen parallelen Geraden 
sich schneiden. Umgekehrt muss auch dann jedem be- 
liebigen Punkte der Ebene eine bestimmte komplexe 
Zahl zugehören. So entsteht die mit den Bildern «Hör 
komplexen Zahlen angefüllte Gaussische Zahlen- 
eben«: 

Sclml^ertj Arithmetik und Alge»\kt%K V. 
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— 2+2,5. i« 



AnHang. 
••+2,5. i 



■• + i 



— 2 — 1 



— 1-i 



y3 + 2i 



• 3+£ 



+T 



+ 1 +y3 +3 






i.y2 



. Fs^llt man nun Ton dem Bilde P der komplexen 

Zahl a + ib das Lot PF auf die reelle Zahlenai^e^ so 

wird PF so yiel Maasseinheiten lang, wie die Zahl b 

angiebt, und die Strecke vom Nullpunkt bis F wird 

so viel Maasseinheiten lang, wie die Zahl a angiebt. Das 

Bild P Yon a+ib karnn aber eindeutisr nicht alleia 
aus a und b, sondern auch aus der Hypotenuse P^ 

wo der Nullpunkt ist, und aus dem Winkel gefunden 
werden, den diese Hypotenuse mit der positiven reellen 
Richtung bildet. Dieser Umstand führte zu einer zweiten 
Darstellung der komplexen Zahlen durch die Maasszahl 
der eben erwähnten Hypotenuse, die man „Modulus*^ 
der komplexi^n Zahl nennt, und die Maasszahl des eben 
erwähnten Winkels, den man „Argument*' derselben 
nennt. Die Elemente der Trigonometrie ergeben, dass, 
wenn r und ip Modulus und Argument der komplexen 
Zahl a+ib sind, 
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sein muss, so dass umgekehrt 

r=l/J?+P, tg9> = --, 

und a + i b = r cos y + i r sin 9) = r (cos 9> -|- 1 sin (p) 
wird. Der Modulus r der komplexen Zahl a + i b wird 
immer als positiv angesehen, das Argument tp liegt 
zwischen 0** und 90^ wenn a und b beide positiv sind, 
zwischen 90*^ und 180**; wenn a negativ, b positiv ist, 
zwischen 180** und 270®, wenn a und b beide negativ 
sind, zwischen 270° und 360^ wenn a positiv, b negativ 
ist. Hiernach ist für jede komplexe Zahl Modulus und 
Argument eindeutig bestimmt. So ist beispielsweise: 

1. zu + 2 + 2i der Modulus 2f2zz 2,828 das Ar- 
gument 45^; 

2. zu — 2 + 2 i der Modulus ebenso, das Argument 135®; 

3. zu — 2 — 2 i der Modulus ebenso, das Argument 225°; 

4. zu + 2 — 2 iderModulus ebenso, das Argument 315°; 

5. zu — — +"r-i)^der Modulus 1, das Argument 120°; 

6. zu 3 — 3 i }^3 der Modulus 6, das Argument 300^. 



Um zu einer allgemeinen Regel für die Multipli- 
kation von komplexen Zahlen^ die durch Moduli und 
Argumente dargestellt sind, zu gelangen, multipli- 
zieren wir 

r (cos y + i sin 5p) mit r' (cos y' + i sin (p% 
wodurch wir 

rr'[(cos9)COsy' — sin^8inQp')-|-i(sinyco8y'+<5089>8inQp')J 
erhalten. Die in den Tunden Klammern stehenden Aus- 
drücke sind aber nach dem Additionstheorem der Tri- 
gonometrie gleich cos (^ -|- ^*) bezw, sin (9 -)- 9p'). Des- 
halb ergiebt sich: 



(.64 Anhang. 

r r' [cos (9) -\-q>')-^i sin (9) + 9)')^ 
Es erscheinen also die ModuU multipliziert, die 
Argumente aber addiert. Multipliziert man die er- 
haltene komplexe Zahl, deren Modulus r . r' ist, und 
deren Argument y + y' ist, mit einer dritten komplexen 
Zahl r" (cos 9p" + i sin y"), so hat man die eben erkannte 
Regel von neuem anzuwenden, und erhält: 

r r' r" [cos (y + 9' + y") + i sin {g> + 9)'+ y")] 

Da man so beliebig fortfahren kann, so ergiebt 
sich die Regel : Beliebig viele komplexe Zahlen 
können multipliziert werden, indem man 
ihre Moduli multipliziert, ihre Argumente 
aber addiert und das erhaltene Produkt zum 
Modulus, die erhaltene Summe zumArgument 
des gewünschten Resultats macht. 

Multipliziert man z. B. die oben unter 1., 2. und 
5. genannten komplexen Zahlen, so ergiebt sich als Mo- 
dulus des Produkts 2 y2 . 2 ^2 . 1 = 8, als Argument 
450 + 1350 + 1200 = 30(y>. Das Produkt wird also 

8(cos30(y>+isin30(y>) = 8.-| — 8. -^|^.i = 4 — 41^3; 

was auch unmittelbar erhalten werden könnte. 

Wenn man die soeben abgeleitete Multiplikations- 
regel auf n identische komplexe Zahlen anwendet, so 
erhält man: 

Fr (cos 9) + i sin f)y^ = r^ [cos n y + i sin n y] 
d. h. in "Worten : 

Eine komplexe Zahl wird mit n potenziert, 
indem man ihren Modulus mit n potenziert, 
ihr Argument aber mit n multipliziert und 
die erhaltene Potenz zum Modulus, das er- 
Jialtene Produkt zum Argument des gesuchten 
Meaultsits macht. 
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Ist z. B. 2 + 2 i mit 7 zn potenzieren, so hat mau 

zunächst den Modalos 2/2^ und das Argument 45^ in 

der vorgelegten Zahl 2 + 2 i zu erkennen. 

(2 YW = 1024 y2, 450. 7 = 3150. 
Daher muss 

(2 + 2 iy = 1024J^(co8 315^+ i sin 3150) 
oder = 1024 /T [l/-i- - i . l/-^-j = 1024 — 1024 i 

sein. Dasselbe ergiebt sich auch nach dem binomischen 
Lehrsatz (§ 30), nämlich 
(2+2i)7=128(l+i)7=128[l+7i+21i«+35i8+35i*+21ift 

+ 7i« + i7] = 128[l— 21 + 35— 7] + 128i[7-35 + 21-l] 
= 1024 — 1024 i. 

Kadiziert man bei der eben gefundenen Formel 
für das Potenzieren einer komplexen Zahl die beiden 

"/ — 
Seiten mit n, und setzt dabei r" = ^, n y = 1^, also r = j' ^, 

y = — , so erhält man bei Vertauschung der rechten 
und linken Seite: 

|/^(cos^ + isin^)= }/7r®^ir+"*^"nJ 
Lässt man in dieser Formel ^ um k . 360* wachsen, 
wo k eine heliebige ganze Zahl ist^ so wird die linke 
Seite dadurch gar nicht verändert, weil cos (^ + k.360**) 
= cos ^ und sin (^ + k . 360") = sin ^ ist. Wohl aber wird 
die rechte Seite dadurch immer geändert, wenn k kein 
Vielfaches von n ist, und zwar kann das Argument 
auf der rechten Seite dadurch n verschiedene Werte 
annehmen, nämlich: 

— , — + -L.360«, A + A. 3600,. ..A^izzl. 3600. 
nn'n n'n ' n'n 

Hieraus folgt der nachstehende Lehrsatz, den man 
meist das Moivresche Theorem nennt: 
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Die Oleiobung x" = ^(cos ^ + i sin S) hai 

n, — 
n Wurzeln, die sämtlich den Modulus V q 

S> k 

haben, und deren n Argumente aus — 1 .360*^ 

° n n 

hervorgehen, wenn man k die ganzzahligen 
Werte von bis n — 1 erteilt. Die Bilder der 
n Wurzeln in der Gaussischen Zahlenebene teilen also 

den um den Nullpunkt mit dem Radius y 9 beschrie- 
benen Kreis in n gleiche Teile. So stellt die Ab- 
bildung der komplexen Zahlen in einer Ebene einen Zu- 
sammenhang her zwischen der Lösung der Gleichung x^^ 
gleich einer beliebigen Zahl und dem plani metrischen 
Problem, einen Kreis in n gleiche Teile zu teilen, oder, 
was dasselbe ist, ihm ein reguläres n-Eck einzuschreiben. 
Insbesondere lehrt Moivres Theorem auch die Lösung 
der Gleichung x^ = a, wo a eine reelle Zahl ist. Denn 
jede reelle Zahl a ist eine komplexe Zahl, deren Mo- 
dulus a und deren Argument 0> oder 180^ ist, je nach- 
dem a positiv oder negativ ist. 

Für die Anwendung des Moivrescheu Theorems 
mögen folgende Beispiele dienen: 

1. x» = 1 + i = V 2" (cos 450 + i sin 450), daher 

6 6 — 6 

Xi =1/2 cos 150+i .)/2 sinlÖO, xa=y 2 .cosl350+i .y^sinlSö^ 

X3 = yTcos 2550 + i . / 2". sin 2550. 

2. x5= — l + iy3"=2(cosl2a> + isinl200), daher 

X =}^cos 240+ i . j/^sin 24«, X2=/2 cos 960+i . )/2 . sin 96», 
xg =}/2cosl680+i./2 sin I68O, X4=)/2cos2400+i.)/2sin24(r, 
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§. 32. Kabisehe Glelehmigeii. 

Wen» xt + a X + b = tot, so ist : falls ( *.y+^ •.y^O tot, 

Xi = T+W, X,= — -^(T + w) + -j-iyT.(T-w), 



WO 



'=f-4+y(i)'+(-})'. 



w =y - -|- -l/( *-y+ (^_|.)»l»t(C»rdaiilBcbePormeI); 

fall. (4)*+(-J. )• <01.t, xj-a^T^ cos-fl, 
X, = 8l/C» co»(-J^+ ItO»), i,= 2yiIco»(-J+2400^, 



W« cos * = ; ■ ■ " ■ .. igt. 



O' 



TTin die kubische OleichuDg x* -f a x 4* T^ = 0, wo 
der Koeffizient von x^ null ist, aufzulösen^ setze man 
x^y-f-^ ou^* Dadurch erhält man 

(v»+w8+b) + (v + w)(3vw + a) = 0. 
Disponiert man nun über y und w so, dass 3y w-f a = 
wird, so muss man, um die Eichtigkeit der Gleichung 
aufrechtzuerhalten, auch y'+ w* + b = setzen. Daraus 
entstehen fiir y und w zwei Bestimmungsgleichungen; 
nämlich 

y*+w' = — b und y.w = 5-. 

Man -kennt daher die Summe der UnbekanntAi^ ^^ 



27 

V3 
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und w', die gleich — b ist und ihr Produkt, das gleicli 

a* . • 
— ^ sein muss. Daraus folgt nach § 22: 

=-i+/(iMf.-=-i-y(iFrf 

Hieraus folgt der in der TTeberschrift genannte 
Wert von x^. Die Werte von X2 und Xg ergeben sich, 
wenn man beachtet, dass die Gleichung v^ = f nicht 

allein die Wurzel x^ = ^f hat, sondern nach § 31 auch 
die Wurzeln: 

V2== }^(cosl2()0 + isinl200) = -^)/^i.}^.l^^ 

vs = )/r(cos 240» + i sin 240») = - g- |/f^ i - f^ ylC 

Beachtet man dies bei den obigen Gleichungen fär 

v3 und w^, und ferner, dass v . w = — -ö- sein muss, so 

erhält man auch die in der TTeberschrift genannten Werte 
von X2 und X3. 

Beiyf setzten wir immer stillschweigend voraus, 
dass f eine reelle Zahl ist, so dass die Berechnung der 
drei Wurzeln der kubischen Gleichung x^-j-ax + briO 
praktisch nur dann ausführbar erscheint, wenn der bei 
V und w erscheinende [Radikand positiv oder null ist, 

/b\a /a\8 
d. h. wenn ("ö")~^\T)=^ '^^' ^^ diesem Falle hat 

also die kubische Gleichung eine reelle Wurzel und 
ausserdem entweder zwei konjugiert-komplexe oder zwei 
gleiche reelle Wurzeln, je nachdem die „Diskrimi* 

nante" (yJ+It)^ ^ ^®^ ^^^^ ~ ^ ^^*' 

/b\a /a\3 
Wenn aber die DiökrimiuantelYJ + ('«-) < ist, 



Kabischo Qleichangcn. 169 

lo enoheint als Badikand der dritten Wurzel, die gleich 
▼ besw. w ist, eine komplexe Zahl. Nun lehrt uns aber 
§ 31; wie man auch in diesem Falle die drei Werte 
von Y und von w bestimmen kann. Als Modul us er« 
giebt sichj 

während das Argument ^ sich bestimmt aus 

__b 

cos ^ = 

Nach § 31 ergeben sich nun für r, wie für w drei 
Werte^ nämlich: 

j^^^cos-j + ismyj 

J^hos {j + 12(y>) + i sin [j + 120^1 

yj [cos (y + 240oj + i sin (y + 240« | 

jA7^cosy_i»myJ 

f7 cos (y + 1200) - i sin fy + 120") 

YJ cos fy+240oj— i sin (y + 2400) 

Hiemach könnte es scheinen^ als ob z, das ja gleich 
y 4^ w ist, neun Werte erhielte. Dies ist jedoch uiclifc 
der Fall, weil v • w, der Ableitung der cardanischea 

a 

Formel gemäss, notwendig nur gleich ä~ werden kann« 

Deshalb geben nur solche Werte von v und von w 
durch Addition ein richtiges x, bei denen die Samuie 



v= < 



w = ^ 
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der Argument« Kall oder ein TiellAohes Ton 360^ er- 
giebt. Fasst man nur solche Werte richtig zusammeni 
80 ergeben sich die in der Ueberschrift im Fall 

(-^J +(-o-) '< ö stehenden Formeln. 

1. Beispiel für (y) +(-|-) rO:x»— 9x— 28 = a 

Er ergiebt sich 

y 3 g 

v = y'l4 + VT96 — 27 = }/u+13=3, w«=fl4— 13=1, 
daher : 

x,= 3+l=4, xa=-^3+l)+-^3-l)iy3^-2+iy3; 

X8 = — 2 — ifg: 

2. Beispiel fürf^J +(-|-y'<0:x8— 27x+27 = 0. 

Es ergiebt sich: 

_27 

(l/+¥) 

also Xj = 6 cos 40^= 4,596; 
Sa =6 cos 1600 =—5,638; X3 = 6 cos 2800 = + 1,042. 



Die Gleichung x^ + c x^ + d x + e =ä 0, wo c nicht 
null ist, lässt sich auf die im Yoransteheuden behandelte 
Gestalt, wo der Koeffizient des Quadrats der Unbekannten 

null ist, dadurch „reduzieren", dass x = y — -^ eia« 

gesetzt wird. Dadurch kommt: 

c2 c3 2 c3 de 



Knbiselie Oleiehangen. 
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•d«ry« + y(d— ^) + (.-^ + |^ = a 
Von jedem der drei Werte, die man nach dem Obigen 



hieraoB für j finden kann^ hat man nor-^pza sabtrahieren, 

um die drei Wurzeln der Yorgelegten Gleichung zu 
finden. Es sei z. B.: x» — Sx^+Bx — 4=^0 zu lösen« 
Durch Einsetzen yon x = y4~l erhält man: 7*-}~d7 = 0. 
Aus dieser Gleichung erhält man entweder durch Zer- 
legen in y (y2+ 3)=0 oder durchdie cardanische Formel: 
71=0, y2=+iy3, 78 = — ijJ3; woraus fojgt: 




Verlag der G. J. Goschen'schin Yeriagshandlnng, Leipzig. 

Sammlung Schubert. 

Sammlung^ 
mathematischer Lehrbücher, 

LJie n Sammlung Schubert^ umfasst alle Gebiete der 
Mathematik in einheitlich angelegten, systematisch sich ent- 
wickelnden Einzeldarstellnngen, welche streng wissenschaft- 
liche Grandlage mit leichtfasslicher Ausdmcksweise ver- 
binden. Die einzelnen Lehrbücher sind somit nicht nur für 
den Mathematiker von Interesse, der in Fächern, die nicht 
zu seiner Spezialität gehören, sich unterrichten oder auch 
nur nachschlagen will, sondern eignen sich auch ganz be- 
sonders für das Studium, behufs Einführung in das betreffende 
Gebiet. Dabei wird den Anfordertftigen der Praktiker, der 
Techniker wie Naturwissenschaftler, in weitestem Masse 
Rechnung getragen. 

Verzeichnis 

der erschienenen und projektierten Bände der 

„Sammlung Schubert''. 

Erschienen sind bis März 1903: 

Band I: Elementare Arithmetik und Algebra von Prof. 
Dr. Hermann Schubert in Hamburg. Mk. 2.80. 

„ II: Elementare Planimetrie von Prof. W. Pflieger 

in Münster i. E. Mk. 4.80. 
„ III: Ebene und sphärische Trigonometrie von Dr. 

F. Bohnert in Hamburg. Mk. 2.—. 
„ IV: Elementare Stereometrie von Dr. F. Bohnert in 

Hamburg. Mk. 2.40. 



Band V : Niedere Analysls I. Teil : Kombinatorik, Wabr- 
acbeinlichkeitgrechDaDg, KettenbrQcbe und 
diopbantische Glelcbungen von Prof. Dr. 
Hermann Schubert in Hamburg. Mk. 3.G0. 

„ VI : Algebra mit Einacblass d. elementaren Zahlen- 
theorie Yon Dr. Otto Fand in Altona. Mk. 4.40. 

, VII: Ebene Geometrie der Lagre von Professor Dr. 
Rad. Böger in Hamburg. Mk. 6. — . 

, VIII: Analytische Geometrie der Ebene von Prof. 
Dr. Max Simon in Strassbarg. Mk. 6. — . 

„ IX: Analytische Geometrie des Raumes I. Teil: 
Gerade, Ebene, Kugel yon Prof. Dr. Max Simon 
in Strassburg. Mk. 4. — . 

j, X : DifTerentialrechnung von Prof. Dr. Franz Meyer 
in Königsberg. Mk. 9. — . 

, XII: Elemente der darstcllendon Geometrie von 

Dr. John Schröder in Hambnrg. Mk. 6. — . 

, XIII: DifTerentialgleichungcn von Prof. Dr. L. Schle- 
singer in Klausenburg. Mk. 8.—. 

, XIV: Praxis der Gleichungen von Prof. C. Runge in 
Hannover. Mk. 6.20. 

„ XIX: Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichungsrech- 
nnng von Dr. Norbert Herz in Wien. Mk. 8. — . 

, XX: Versichemngsmathematik von Dr. W. Gross- 
mann in Wien. Mk. 6. — . 

„ XXV: Analytische Geometrie des Baumes II. Teil: 
Die Flächen zweiten Grades von Prof. Dr. Max 
Simon in Strassburg. Mk. 4.40. 

, XXVII: Geometrische Transformationen I. Teil: Die 
projektiven Transformationen nebst ihren 
Anwendungen von Professor Dr. Karl Doehle- 
mann in München. Mk. 10.—. 

, XXXI: Theorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale von Oberlehrer £. Landfriedt 
in Strassburg. Mk. 8.50. 

„ XXXIV: Liniengeometrie m. Anwendungen L Teil von 
Prof. Dr. Konr. Zindler in Innsbruck. Mk. 1 2. — . 

« XXXV: Mehrdimensionale Geometrie L Teil: Die 
linearen Bäume von Prof. Dr. P. H. Schonte 
in Groningen. Mk. 10. — . 



Band XL : Mathematische Optik von Prof. Dr. J. Classen 

in Hamburg. Mk. 6.—. 

n XL VI: Thetafnnktionen und hyperelliptische Fank- 
tionen von Oberlehrer £. Landfriedt in Strass- 
bürg. Mk. 4.50. 

In Vorbereitung bezw. projektiert sind : 

Integralrechnung^ von Prof. Dr. Franz Meyer in Königsberg. 
Elemente der Astronomie von Dr. Ernst Hartwig in Bamberg. 
Mathematische Geographie von Dr. Ernst Hartwig in 
Bamberg. 

Anwendungen der darstellenden Geometrie von Dr. John 
Schröder in Hambnrg. 

Geschichte der Mathematik von Prof. Dr. A. v. Braun- 

mühl und Prof. Dr. S. Günther in München. 
Dynamik von Prof. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 
Technische Mechanik von Prof. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 
Geodäsie« 

Allgemeine Fnnktionentheorie von Dr. Paul Epstein in 
Strassburg. 

Räumliche projektive Geometrie. 

Theorie der höhereu algebraischen Kurven. 

Allgemeine Theorie der Flächen und Raumkurven I von 

Prof. Dr. Victor Kommereil in Reutlingen und Prof. 
Dr. Karl Kommereil in Heilbronn. 
Allgemeine Theorie der Flächen und Raumkurven II 
von Prof. Dr. Victor Kommerell in Reutlingen und Prof. 
Dr. Karl Kommerell in Heilbronn. 

Elliptische Funktionen von Dr. Paul Epstein in Strassburg. 
Theorie und Praxis der Reihen von Prof. C. Runge in 
Hannover. * 

Invariantentheorie von Prof. Dr. Jos. Wellstein in Giessen. 
Kinematik von Prof. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 
Potentialtheorie von Oberlehrer Grimsehl in Hamburg. 
Mechanische Wärmelehrie von Prof. Dr. V^. Voigt in 
Göttingen. 

Theorie der Elektrizität und des Magnetismus I und II 

von Prof. Dr. J. Classen in Hamburg. 






' ' teritg der 6. l Göschen'schen Terlagsbandlong in Leipzig. 

Elemente der Stereometrie 

von 

Prof. Dr. Gostar Holzmflller. 

I. Band: Die Lehrsätze und Konstraktionen. Mit 282 
Figuren. Preis broschiert Mk. 6. — , gebunden 
Mk. 6.60. 

II. r, Die Berechnung einfach gestalteter Körper. 

Mit 156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10.—, 
gebunden Mk. 10.80. 

in. n I^ie Untersuchung und Konstruktion schwieri- 
gerer Raumgebilde. Mit 126 Figuren. Preis 
broschiert Mk. 9.—, gebunden Mk. 10.80. 

IV. y, Fortsetzung der schwierigeren Untersuch- 
ungen. Mit 89 Figuren. Preis broschiert 
Mk. 9.—, gebunden Mk. 9.80. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art da- 
stehen, denn iu so umfassender und gründlicher Weise 
ist die Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das 
Wort „elementar** ist dabei so zu nehmen, dass die höhere 
Analysis und im allgemeinen auch die analytische Räum- 
geometrie ausgeschlossen bleiben, während die synthetische 
neuere Geometrie in den Kreis der Betrachtungen hinein- 
gezogen wird, soweit es die Methoden der darstellenden 
Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt ver- 
wendet worden ist, sind streng konstruiert und fast jede 
fst ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue: 
Stereometrie weit über das übliche Ziel hinaus, gibt. neben 
den Lehrsätzen umfangreiches Übungsrnnterial, betont die 
Konstruktion, und die Berechnung gleichmässie und wird 
somit an Yielseitigkelt und Gediegejnheit des Inhalts^ 
wohl Ton keinem der herrorragenderen Xehrhttchei,* 
erreicht* 



.^e 






Yeriag der C. l Güscben'sclien Terlagsbandloiig in Leipzig 

Formeln und Lehrsätze der 
Allgemeinen Mechanik 

In systematischer und geschichtlicher Entwicklung 

dargestellt 

von 

Dr. Karl Heun, 

Professor an der Technischen Hochschule Karlsruhe. 

Mit 25 Figuren. 

Preis gebunden Mk. 3.50. 

Ein kurzer Abriss der wichtigsten Lebren der 
Kinematik und Dynamik. Das Buch eignet sich vorzög- 
licli für die Repetion in der theoretischen Mechanik und 
enthält den erforderlichen Stoff entsprechend der gegen- ] 
wärtigen Ausbildung dieser Wissenschaft. 

Elemente der Geometrie der Lage 

für den Schulunterricht bearbeitet 

von Dr. Rudolf Bögrer, 

Professor am Realgymnaslam des Johanneums in Hamburg. 

Mit 33 Figuren. 
Preis kart. 90 Pfg. 

Das Buch zerfällt in fünf Paragraphen. Der erste 
handelt von den harmonischen Elementen. Die harmonischen 
Punkte werden als Diagonal punkte eines vollständigen 
Vierecks und die zwei Punkte ihrer Verbindungslinie, die 
auf den Qegenseiten des dritten Diagonalpunktes liegen, 
definiert. Der zweite I'aragraph bringt die projektive 
Verwandtschaft. Projektive Grundgcbilde sind die End- 
glieder einer Kette von Perspektiven Gebilden. 4dM Doppel- 
FarhJÜtnis pteht am Schluss dieses Abschnittes, dem >n § 8 
and 4 die Behandiang der Kegelschnitte als projektiv« 
Gebilde folgt Der letateTeU ^Vbt koÄ^SBXiWiMxvdLehrsätBe; 
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